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关于怂 t lT T问题的几种数值万沃

王 健

本文针对 st if f 方程线性问题
,

综合地给 出 了几种最有效的数值方法
,

其中 时

G e a r 方法及 E n ir g ht 含二阶导数方 法进行 了详细 的叙述
,

并对所给 方法予分析 和

比较
,

指 出该方面研 究的某些 发展趋势
。

一
、

引 言

tS i “ (病态 ) 方程是在许多应用领域中经常遇到的一类特殊而重要的常微分方程
。

由于

这类方程具有相差很大的时间常数
,

往往给通常的数值解法带来了不可克服的困难
。

设方程组
,

~ )
.

~ ) - )

y , 一 f ( t , y ) = 0 t 任 [ a ,
b 〕 ( 1 )

一
.

》 -
.

》

(其中 y = 〔v ` , y “ ,

… … , y `

〕士
,

f = 〔f l ,
f Z , … … ,

f
,

〕T
)

,

有一个特解 y =

在 y ( t ) 的领域中线性化
,

取 f ( t , y )
= f ( t

, y ( t ) ) + J ( t ) ( y 一 y ( t ) )
,

y ( t )
。

我们 将 ( 1 )

其中

J ( t ) =

共
a y

即得线性方程组
:

一 ) ~ 争 ~
`

》

y , 一 J ( t ) y = F ( t ) ( 2 )

甲一》 一争 一》

其中 F ( t ) = f ( t , y ( t ) ) 一 J ( t ) J r
( t )是已知函数

。

假设矩阵 J ( t )具有互异特征值 入
; ( i = 1

, 2 ,

… …
, s

)
,

且在 t 的某一 区间内 J (t )变化充分小
,

则 ( 2) 的通解可表示成
:

- ) 一 ) , - )

v = y ( t ) +
乙 C , e ` , ,

七i

砚一 1

( 3 )

其中 C
;
为常数

,

七;
为相应于 入; 的特征向量

。

我们欲通过对解 ( 3) 的分析来确定方程 ( 1) 是否

为 S t i f f 方程
。

本文收 到日期 2 0 8 2 年 s 月 3 0 日
。
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首先要求方程 ( 2 )是局部稳定的
,

须有 R
。

入; < o ( s = 1
, 2 ,

… … , : ) ; 如再令 叶
x

{R
。
入;

卜

IR
。

入
,`

.
, nI ;

n

IR
。

入;

卜 IR
e

久
。

!

义
:

称一毛
l入

。
A i

一
为 (2 ) 的局部

“ 时间常数
” 。

则关于方程 ( 1) 有定

定义 1 ( L a m b e r t ,
1 9 7 3 ) 初值 l’de 题

:

y , = f ( t
, y

、

)
,

- )
.一 )

y ( a ) = 月 , t 任〔a ,
b 〕

称为在区 I’ed 1仁 〔a ,
b〕 l为是 S t i f f 的

,

如果

①R
。

(入; ) < 0 ,
( i = 1 , 2 ,

… …
, s )

② }R
e

入
;

}>> }R
。

入
。

}

~ 一
. 。 一一

, , . 、

a f 一
“
山 ~ 一

其中 入;
是矩阵 J (t ) 二

~

牛乌的特征值
。

0 y

并称 S ( t ) = IR
e

入
。

l / IR
。

入
。

l 为 S t i f f 比
。

由此可见
,

所谓 S t i f f 问题是指方程 ( 1 )本身的

数学问题
,

而并不涉及数值方法
。

通常当 s( t ) 达到 。 ( 10 ` )数量级时便认为方程 ( 1) 是 s t if f

的
,

而在实际问题中 S (t )常可达 0 ( 10 “ )量级
。

我们要数值地求解 y ( t )
,

往往需要追踪到分量
e
枷 至可忽略为止

,

即 }R
。

入
。

} 的大小决

定了所需的积分区间的长度
,

另外为满足数值解的绝对稳定性
,

则要求所取积分步长 h 能使

复数值 h = 入h 在绝对稳定域内; 而其积分步数约为 S ( t )
。

所以
,

如用具有有限绝对稳定域

的数值方法来求解 tS if f 问题
,

势必就要在很长的积分区间中使用很小的步长来进行计 算
,

而导致计算工作量巨大及带来舍入误差的巨增 ; 这在实际计算中往往是不可行的
。

本文针对 tS i ff 方程的特殊性提出相应稳定性的概念
,

并给出几种适合 解 tS if f 问题 的

数值方法
,

最后对有关解 tS i ff 问题的数值方法进行比较与讨论
,

并指出当前这方 面的某些

发展趋势
。

二
、

有 关 稳 定 性 的 定 义

对于通常的线性 K 步方法

+ h 乙 日
i f

。 _ ; = o

; , 0

( 4 )

将其应用于模型方程 y 产二 入y ,

得到差分方程
:

K

乙 (
a 、 + il 入日

i ) y
。 _ i = o

; . 0

( 5 )

则其相应的稳定多项式为

二
(邑i ; h 入)

=

乙 ( a 、 + h入日
i )邑k一 ’

( 6 )

我们称集合
:

S =
{ h入 1。 (邑

; ; h入)的一切根位于单位圆内 }为方法 ( 4) 的绝对稳定域
。
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u元s t针对 st i仃方程在稳定性上出现的问题提出 A稳定的概念
:

定义 2 一个数值方法称为是 A稳定的
,

如果它的绝对稳定域 S 包含了 h久复平面的整个左半

平而 ( R
。

( h入 ) ) 0 )
。

可见其 A 稳定的方法在稳定性方面对步长 h 是无需加任何限制的 , 但是 D a h lq 的
s t 同时

给出了
: “ A 稳定的隐式多步法其最高阶不超过 2 ,

显式多步法不可能是 A稳定的
”
这一限

制性结论
。

由于该结论对方法阶数的限制
,

我们则考虑或者放弃线性多步法而使用诸如隐式

R u n g e 一 K ut at 方法等其它方法
,

或者在稳定性方面做适当放宽而来寻找满足一定稳定 性 要

求的线性多步法
,

对此我们给出以下概念
:

定义 3 ( W id lu
n d

, 1 9 6 7) 一个数值方法称为是 A ( a) 稳定的
,

如果它的绝对稳定域 包含一个

无限楔形区域
:

W
“ =

{ h入 }
二 一 。 ( a r g ( h入) < 二 + a , a 任 ( 0

, 二
/ 2 ) }

,

见 图 l 。

一个方法称为

是 A o( ) 稳定的
,

如果对于充分小的 a 任 ( o
, 二

/2) 它是 A ( a) 稳定的
。

一个方法称为是 A
。

稳

定的
,

如果它的绝对稳定域包含 h入平面的负实轴
。

G
e a r
进一步放宽了稳定性的条件

,

并又同时考虑了方法 的精确度
,

给出了 tS i ff 稳 定

的概念
:

心心又
一
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闷闷lll ’ 、 、、
.
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)))凡凡 、 、、、

嵘嵘
`

价二二二
、、 网网
、、 、 lll
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图 I A ( a )稳定 图 Z S t i f f 稳 定

定义 4 ( G
e a r , 1 9 7 1 )一个数值方法称为是 S t i f f稳定的

,

如果
:

( 1 ) 在区域 R : = { h入! R
。

( h入) 簇 D
,
D < 0 }中是绝对稳定的 ;

( 2 ) 在区域 R : = { h 入 }D < R
e

( h入) < a ,

11
。
( h入) < 0 } }

`
扣是绝对稳定的

,

而且是精 确 的
。

见

图 2 所示
。

G e a :
给出该定义的理由是

:

对于解 ( 3) 中的每个分量于
= e ` ,

来说
,

每积分一步 其 振幅

的改变为原来的
e 入“
倍

,

如令 入h 二 u + iv
,

则对适当大的 ID }
,

在 R :
中 y 很快 地 就 趋 向零

了
,

所以在 R ;
中只要满足稳定性要求即可

。

在 R :
中

,

因为通常 a 取得较小 ( a 亡 0)
,

这 时

考虑到丁在虚轴附近近乎是等幅振荡的
,

所以在 R :
中除要满足稳定性要求外

,

还须保 证 解

的精确度 (即要求在每个振荡周期内有 10 ~ 12 个节点 ) 而一般 取 O簇 “ / 5 ; 而 对 于
u
> a > o

及 1Im ( h入) {> 0 部分来说
,

由于这时对 h 有过多的限制
,

故而不予采用
。

以上给出了几种稳定性的定义
,

它们之间有如下关系
:

A 稳定 ~ 合 A ( a) 稳定一乡 A
。

稳定

介
找某 。 值

S t i f f 稳定

可见
,

这些定义至少要求方法是 A
。

稳定的
。

关于 A
。

稳定我们有结论
: “

凡 A
。

稳定的线性

多步法必须是隐式的
” 。

(证明见〔3〕)



最后我们述注意到
,

由扣
a 。。 b、迭代的收敛条件是

:

}
h日

。

李 }…<
1 ,

如取 L
Z

范数则有
” U y lJ

1 、 二
.

、 。 o f
` 。 J

山一一 一 ` 、
、

、
_ . , 。 二

, , 。
~ 一 一 _

、

, ~
, ,

_

~
` 、 .

~
, 、 _

h < 一 !

二户一下
,

其中 入
二 . 二

是
.

考注
一
的特征值

,

显然这对 tS if f 问题是不适用的
。

所以我 们一“ 、 }日
。

入二。二
}

’ , 下 ”
’

` 、 “ “ x

` o y 曰 “ ’ u

泌
’“ ’

` 抓 “

` ” “ 。 ` 1

“ , 1 “ `
, , ’ ` 用

“ ” 0 ` , .以
。* ., 』

般使用 N
e w t o n 一

R a p h s o n
迭代来求 S t i f f 问题的数值解

。

三
、

解 tS if f 问 题 的 几 种 数 值 方 法

[ y
。 一 , , y

。 一 2 , … … , y
。 _ k , h y 产

。 _ , , … … h y 尹。 _ k 〕T ,

记 ZK 阶常

ǐ |
.

1
Jwe|内氏

。-
.

战̀
o
·

。
ó什r口·
·

;户

.t

八O
..

Orl-

吸o:

、

兮

:
、 .

口小。叫·
。

呱

二o
、

二飞O气从。丫
,

rl卜
.

1
.

||J|

川
·

一一
斗九ē匕

我们如记 y
。 _ :
为列向量

:

数方阵

〔“ )

~ 一》
·
一》

且将微分方程写成 G ( y
。

) = 一 ( y
。

) K + h f ( y
。

)
。

) = 一 h v ` 。
+ h f ( y : )

= O ,

这里将 y
。

的分量 从 零
- 争 - )

开 始标 号
,

用 ( yu )
;
表示 y

。

的第 i 个分量
,

则公式
:

了 = B y
。 _ 、 ( 1 )

(
s + 1 )

了
。

-
今 (

s
)

= y
。

- ) 一》 (
s
)

+ C G ( y
。

) ( 2 )

(其中
s 二 1 , 2 ,

… … ,
N

,
N 为迭代次数 ) 就给出了线性 K 步方法预测— 校正公式 ( P一 C公

式 )的一般形式
,

其 C 为常向量
,

适当 地 选 取 B
,

C 则可得到所需的各种 P一 C 公式
。

因为只要能得到足够的初始信息而可改变存贮的形式
,

所以如设 T 是与灵维数相同的非

奇异矩阵
,

而令
a 。 =

T yn
, ,

并将它代入 ( 1) 与 ( 2) 式中
,

则可得到等价的方法 71[

、刀,`、声八O月任产̀、矛̀、

一 ) ( 0 )

a
。 二 A a 。 _ i

其中 A = T BT
, ` ,

; :
’ “ ’ 一

_

丈
`” +

艺F

(盯
`”

)

L = T C
,

F ( x ) = G ( T
一 l x )

,

且可证 明对于等价方法来说其稳定性及截

断误差均相同
。

所以对于 K 步方法 ( 1 ) ( 2 )
,

我们如取 y 二 = 〔y
。

; h y 尹
。 , ·

” … ,
h y , 。 一 k + ; 〕 T ,

取新向

量为
a 。

=
「

_ _ , _ _ ,

h Z _ _ ,,
h k ` 卜、飞, 。丫

_

卜 一
, 、

L扬
” J

’ “ ,

盯y
’’ “ ,

` ’ `

”
`

,

飞不 y 孟
一 `

」
`

, ”佃父快

-一卜 一争
~
~ 》 ,

一 》

a 。 = T yn 可得到等价方法
a 。

` A a
。 _ : ,

其中 A为 P as ca l 矩阵
,

其元素

N
o r d s i e e k 形式的

。

可以证明
,

(一 ) G
e
ar 方法及其标准型

“
,

j ’ 的值为
( } )

如果有
a 。 = A a一 :

k( > j ) i 多 0)
,

而称这种 等 价方 法 是

成立
,
’

则其矩阵 A 必为 P a s 。 a1 矩阵
。

由于 D a h l q u i s t 提出了线性多步法为 A 稳定的限制性结论
,

G e a r
在给出了 st if f 稳定的

龟 6 ,



定义后
,

对一些 D
、 a 、

0 找到了 K 成 6的 K 步 K 阶为 tS 汀 f 稳定的方法
。

对于线性 K步法的稳定特征方程
: p (邑) + h入a 花 )

= o ,

其中

`

K K

p (邑) =
乙

a ;邑k一 ’ , a (邑) =
乞 日

;邑“
一 ` ,

i二 0
.

,

i = O

考虑到适合 st i ff 问题的多步法至少应该是 A
。

稳定的
,

而当 久h , 一 co 时其方程退化为 a( 劫
= 。 ,

于是便要求选取根均在单位圆内的 a (劫
,

由此 G
e a r
首先取了 a (邑) 二 p

。

梦 这样 的难
式

,

从而得到一类 K步 K 阶的 G
e
ar 方法

,

其 P一 C 式形式为
:

K

y三
。 , =

E
a ; y

。 一 ; + 日
;
h y 尹

。 一 ,

i一 !

( 5 )

y乏
,

川 =
乙

a 步y
二 一 、 + 日尝h y `

毛
, ,

( 6 )

将它们写成向量形式
:

、 .产̀、了,口ù吕
了.、产口、了三

。
, 二

孔
·
“ ,

其中 y
.

= 〔y
。 , y

。 一: … …
, y

。 一 , 、 : ,

h y ` 。

〕T , 艺= 〔日奢
, 。 ,

· ·

… 、 o ,

1] T
均为 k + 1维列向量

,

其币

吩
、 、 ·

、 · 、

0

O
、 、 、

舍八

息。

托
, 、
一 夕枉 风

! 卜夕

{
气,只卜!

l!
J

一一
户p

为 k 王 1阶常矩阵
, a 护= a ; 一 日加

。 日
, = 日士各

,
( i = 1 ,

2
, ”
….

,
k )

。

以下给出 G ae
r
方法校正公式的具体构造法

。

在特征多项式中
,

令 a (七) = 日士梦
,

令七=

l + z ,

则由公式 z[] :

p ( 1 + Z ) + I n ( i + Z )
.

a ( 1 + Z ) “ C
p + I

Z p + 1 + O ( Z
p 4召

) ( 9 )

可定得 p (七)
,

从而可得到线性算子 ,L〔 y ( x ) , h ] = p ( E )
·

y
。 一 k + h入a ( E ) y , 。 一、 ,

其中 E y
。

=

y
。 + :

为位移算子
。

.

例如 当 k = 1 时
,

取 “ (七) = 日士七
,

则由 ( 9 )式得到 p ( 1 + Z ) = 一 I n ( 1 + Z )

时 (4 + Z ) + D ( 2
2

) = 一 日才z + O ( 2
2
)

,

通常我们取 a
。

= : l ,

所以可取 时
= 1而得 到 p (七)

= 一 乙+
`

玩 即可得公式 y产 yn
一 :

少hf
· ,

这就是后退 E ul “ r
公式

。

当 k = 2 时
,

取 a( 劫

几” p乳、 则由 (外 式可得 户:(1 于 )z = ` 8卜 ( 1干 Z )
2 ·

I
n
( 1 + )Z + O ( z ” )

,
一

取 0士= 2 / 3
,

’

得 到

(P 劫 二 一 梦 + 告 七一 含
,

即有公 式 y
。

= 告 yu
一 : 一 去 y卜 : + 舍 hf

。 。

对 于 k = 3户万同
「

理
,

可

7



得到相应的 G
e a r

校正公式 ; 其 a (劫与 p (劫的系数已有表可查
。

另外我们可在
“ 基于微分上的多步公式

”
中取

r = 0( 隐式 )
,

也同样可推得 G e a r 公式 51[
。

下面我们将给出 G e
ar 方法的 N or ds i e o k 形式以及 G e

ar 标准型
,

我们令

砚
=

{
y一 h y , · ,

一普
y

:
k ,

}
T

一》 - )

并作非奇异变换
: a 。

= T y
。 ,

则得 N or ds i e
ck 形式的 G e a r

方法
:

了1n)
= A又

一 :

了;
’ ` ! ’ =

; “
” +

介 (; “
: ,

)

( 1 0 )

( 1 1 )

其中 L =
T C

,

迭代收敛的话
,

F

(了“
· ,

)
=

G

(
T一了“

· ,

)
,

A 为 p a s o a ` 矩阵
。

对于该 N o r d s i e o k 形式 如果

则我们不难推得所谓 G o
ar 标准型 21t :

~
)

, 、

a 孟
0 , = A a 。 _ ;

一

补
一 , =

补
, 一

艺!
一 1 +

时 h
--aL I

一 ` ·

F
补̀

,

)
己 y -

( 12 )

由于 G e
ar 方法的一些显著优点 (见 夸4) 而被誉为计算机中首先可存的方法

,

得 到广 泛

的应用
。

下面给出 G ae
r
方法的绝对稳定域

。

将 G e a r
方法的校正公式应用于模 型 方 程 y 尹 = 久y

( R
e入< 0 )

,

得到稳定特征方程

“ 一 日
。

h ` , “一 (鑫
一 : k一

)
= 。 ,

解得

图 3

h入=
l

日
。

邑K

上
1

邑K 一

粉
“ ` “ k 一 ’

]
,

令 言= e ` 0 ,

则由给定的一组 0 值 (如取 0 = o
。 , 3 0

。 , 4 5 。 , ` · ·

… )
,

可画出 G ae
r
方法绝对稳定域的边界线

,

如 图 3 所示
。

对于 k

二 1 , 2 方法是 A 稳定的
,

当 k = 3 ~ 6 时方法是 tS i“ 稳定的
。

(二 ) 含有二阶导数的 E nr i g ht 方法

考虑自治型方程初值问题

幸iù2
。

龙乙月云此;
.

一
t闭爪刁沪几2

吮
-

才考
.

护节山廿
产

色.汀毛,f .l目tI,廿叮L一口

G e a r 方法稳定域
.

-》 一共卜 ~ 书卜

y , = f ( y )
, y ( a ) 二 甘 ( 1 )

, ~ ) 一争 ~ 一》

其二阶导数为 y 扩 = a( f a/ y .)

到 N e w ot n 迭代
,

从而要计算

方法也并不增加太多的计算量
。

f ( y ) ` O f /O y 为 J a e o b i 矩阵
。

由于解 S t i f f 问题必 须 用
~
戒卜 一 ) . 目争 口一卜

aJ co ib 矩阵 a f a/ y ,

所以如考虑直接采用含 有 a f a/ y 的

于是
, E nr ig ht 就考虑了在线性多步法基础上再加用有二阶

导数 y 扩
的方法

: 一



Y i y l, 。 _ i ( 2 )

K

乙-l0y
。

=
乙

a *y
。 一 ; + h乙 日

iy , 。 一 、 + h

只要 日
。

或 丫
。

有一不为零
,

则 (2 )式就提供了一个隐式的方法
。

记

K

a( 助 = 七K 一
E
布一 1

a ;息k一 ’ ,

日(七)
`

=
E 日

;色k一 “ , 丫 (乞) 二 E 丫;
毛

k一 “

则 ( 2) 的绝对稳定域为
: R = {h久】a( 劫 一 h人日(劫 一 h( 入)

Z Y (劫 = 0 的一切根均在单位圆 内 o}

我们由稳定性的要求来确定 a (邑)
,

日(皇)
,
丫 (劫

。

首先考虑 A
。

稳定性
,

我们取一切 根 均在

单位圆内的 Y (七)
,

E nr ig ht 将其取作 (Y 邑) = 7’o 梦 ; 接着考虑到要在原点邻域中有个较理想

的稳定性态
,

故取 a( 毛) = 梦
“ ’

(七一 1)
。

于是便得到了适合 解 S t i f f 方程 的 k成 7 的 k 步 k + 2

阶方法
:

y
。

= y
。 一 : + h 艺 日

; y ` 。 一 ; + h Z y
。
y 。 ,,

( 3 )

我们可用待定系数法来确定 ( 3) 式中的 日
;
及 oY

,
k镇 7 的 氏 及 丫

。

已有表可查
。

E n r i g h t 采用 T 以下改进的 N e w t o n
迭代法 12 ] :

.

/ 、
`

、 二丫 、
.

、
一

, I 、
, 、

丫
上

W盆
”

又
y 盖”

” 一 y :
”

)
” 一 y 盆

” + y
。 一 ` + ”

。

” `欠
y 盖

”

2
+ h

袄
日

; v 尹。 一 ; +

r

.l|ty`

、J.产
一了

+ h Z y 。 `鸽人 O y

了(了“
· ,

)
’

决
.)

( s == o
,
l

, 2 ,

… … )
,

来解方程 ( 3 )
。

其中

a了(了;
·
, ) 、 a了(了三

, , )、
2 1

w 二
· , =

11
一 h日

。

一
一

h Z y
。

叹
-

一二厂
- ) 卜

s y
’

己 y

当迭代不收敛或步长改变时才需重新计算W盔
.)

。

下面给出方法 ( 3) 的绝对稳定域
。

+ h乳日(七) 一 a (七) = o ,

可解出

由 (3 ) 的稳定多项式方 程 二 (孰 h入) = h( 入)
“ Y (劫 +

.

长= 召

7
r曰
5本占之」仁如抓衣众叔

击界

h入
一 日(己) 士了日

含
(仓) + 4

·
a (己)

一

丫 (己)

令 毛= e “ ,

给出一组

.2 丫 (劫

0值则可画出其绝对稳定域的边界线
,

如图 4所示
。

可见 K蕊 7 时方法都是 tS if f稳定的
。

(三 )含二阶导数的变步长 P一 C 公式

我们考虑对自治型方程初值问题

y , ` 了
~

`

争 . 州》

( y )
, y ( a ) == 介

, t 任〔a ,
b习 ( 1 )

图 4 E n r i g h t
’

方法

穗定域



两端积分
,

则有

, 。t
。

, = * ( t
。 一 : , +

!毕
( t ) d t

“
t卜 a

( 2 )

我们可由条件
p ( t

。 一 i ) = f
。 一 s ( j = 0

,
1

, 2 , … … ,
k 一 1)

P ,
( t

。

) = f , ( y
。

)

唯一地确定一个 k 次 H e r m it e
插值多项式

( 3 )

P ( t )

L ( t )

= L ( t ) 干至业瓮者
左旦

: 。 , ` , ,
( 4 )

其中
k , 1

,

二

艺 f卜 ;

; . 0

。 ( t )
’

( t 一 t
。 _ i

) 0 ,
( t )

趾一 1

。 ( , ) “ 兀 (卜 ,
。 一 ;

)
。

玉一 0

用 p (t ) 来代替 (2 )式中的被积函数 f( O ,
’

则有
`

y , · ;
。 一 : +

!
t

.

p ( t ) d t

t
。 _ x

( 5 )

再由条件

P
。

( t
。 一 , ) == f

p , 。

( t
。 一 : ) 二

n 一 、 ( j = l , 2 ,

… … k )

f , 。 _ l

( 6 )

也可唯一地确定一个 k 次 H e r m i t。 多项式 p
。

( t )
,

同样以 p
。

( t )来代替 ( 2 ) 式中的 f ( t )
,

可得

到

( t ) d t

ó

弓p
n小L夕儿.

ù

y “
。
, = y一 +

{ ( 7 )

然后 由 ( 5) 式及 ( 7) 式我们可推得 P 一 C 公 式 3[] :

y
。

= y三
o
, + h

。

日
。 , 。

( f
。
一 f

。 , 。

) + h三丫
。 , 。 。

( f
, 。 一厂

` ; , 。

) ( 8 )

其中 h
。

= t
。
一 t

。 一 : ,

为变步长
,

f
。 , 。 = p

。

( t
。

)
,

f
, 。 , 。 二 p

。 , ( t
。

)
,

而系数

h
。 一

日
。 , 。

=
1

g k 一 x ( t
。

)
[ g卜 : ( l ) 一 d

.

9卜 l ( 2 )
’

〕
,

h
o Z ,

Y
。 , 。

=
g卜 , ( 2 )

g卜
:

( t
。

)

而 g ; ( j ) =

l
t

n

( t 一 t
。

) 二
一 ’ 9 1

( t ) d t , 9 5( t )
t
。 一 i

,

=

开 ( t 一 t
。 一 ;

) ( j ) i )
, g

。

( ` ) = 1
, q k一 :

(`
·

) =

; · 1
’

=

兀( t
。

, ,一 ;
)

, “ = q气
一 :

( t
。

)

q卜 l ( t
。

)

。

不难算出 g ? ( j =) 一…招立
( j一 ` , 2 ,

一
k + 2 ,

,

及递推公式 g ; ( j ) == h
。 一

g 卜 :
( j ) + g卜 ,

( j + 1 )
,

从而可确定 h
o

B
。 , 。

及 h
n Z y

。 , 。 。

下 面 为 T 给 出

y 三
。
, ,

f
。 , 。

时方便起见
,

我们将 p
。

( t )用差商形式表示为 p
。

( t ) 。 f
。 二 : + ( t 一 t

二 一 , ) f〔 t
。 一 ; , t

。 一 : 〕

+ … … + ( t 一 t 。 一 : ) 2
( t 一 t 。 一 2 ) … … ( t 一 t。 一 k十 :

) f 〔t 。 一 : 、 t一 : , t 二 ` 2 ,
·

一
, t 。 一 、〕畏 f

。 一 、 + 一

一 I D



( t一 t
。

+ h
。

)
.

q i ( t ) f [ t一 ; , t
: 一 ; ,

… … , t
。 一 i一〕

,-k1乙间
+

由此可得

f
。 , 。 二 P

。

( t
。

)
= f

。 一 ; + h
。

艺 q ;
( t

。

) f 〔t
: 一 ; , t。 一 ; , … …

, t
。 一 ;一 ; 〕,

i 一 0

而
f `

二 , 。 =
f〔t

。 , : , t
。 一 ; 」+

乙 ( h
n

q ` ; ( t
。

) + q `
( t

。

) )
·

f〔t 。 一 ; , t
。 一 ; , … …

, t
。 一卜 : 〕

这样我们便可采用 N e v\ t o n
迭代法来求解隐式 ( 8) 了

。

( 四 ) 变矩阵系数的多步方法

由于解 tS if f 问题的多步法不可避免地要计算 J ac ob i 矩阵
,

所以 M ak i sn o n
直接考虑了

如下一类单步法
:

~ 一 )

y
。 + 1 一 y

。 二 乙 h ` [ a ; y ;份
1 + b , y 盖

` ,〕 ( 1 )

其中 y ( ` )为

类特殊的线性

阶导数
,

这时只要 1) 2
,

则方程 ( 1) 中就包含了 J ac ob i 矩阵 , 将 ( 1) 应用于一

S t i f f方程
~ 弓卜 一 笼卜

,

一》

y , = A rJ + 小( x
)

其中 A 是具有某种特殊结构的常数矩阵
,

则可得到如下形式的方程
:

( 2 )

[卜慈
h ! 一 A

;

]
1

兄 h ’ b ; A ’
一 ) 一 )

y
n + x = y

。
+ 甲 (

x
) ( 3 )一

一.工

ù.
.
.̀

其 中甲 ( x) 是 已知函数
。

·

只要我们适当地选取系数
a ; 及 b `就可使 (3 ) 是 A 稳定的

,

且 y
。 , ,
前

为线性因子的方法
。

例如
,

我们 取 1 = 2 ,

令 0 = 1 + 矿了 / 3
,

而
a l = e

,
b

l 二 1一 0
, a Z = 于

( 1/ 3 一 0 )
,

b : 二 1/ 3 一 1/ 2 0
,

则得到一个三阶的 A 稳定方法
。

我们如将 ( 3) 推广
,

可得到一类变矩阵系数的多步方法
:

a

}
O
, I +

乙
a :

皿 ) h口 Q:
]

一

;
。 十 1 = h

鑫[ b {
。
, x +

艺 b {
” h m Q

其中
a j , b s 均为常系数

,

Q
。

是使对一切 。 ,

1}Q
。

}1都有界
,

口 . 1

且

:

l丈
· ; “ ,

a

扮
, x +

乙
。
梦

, h二 Q了

非奇异的 m x m 阶常矩阵
, `

仑随 n 而改变
。

-
.

)
月

- )

定义

矩阵

方法类 ( 4 )称为是灭稳定的
,

如果将该方法应用于试验方程 y ` = A y ,

其中 A 是 m x m常

且 m a x R e 知 < 伪 如取 Q
。

= 一 A 所得到差分方程的一切解
,

·

当
n ` co 时

,

对一切正步



长 h 都趋于零
。

由这样定义的贡稳定
,
对方法类 (4 ) 甚全可取到当

·

b梦, = o
,

( m * 。
,
l

,

艺
,

·

…
` ·

,

s) 时都

为 A稳定的方法
。

且对方法类 ( 4) 有如下结论
:

定理 稳定方法类 ( 4) 的最大阶可达到 2S
; 且方法类 ( 4) 中直到 2 5都有 A 稳定的方法存在

。

(证明略 )

L a m b e rt 和 s ig a r ds s o n
已构造出几种万稳定的方法

,

可用来有效地解 决一 些 tS if f问

题 [ , 1
。 、

(五 ) 多步多导数方法

R
.

eJ h e c
h 曾给出了以下一类多步多导数方法

乞
a

。 、 y
。 十 ; +

兄 艺 h ` a , ; f ` ,
一 ` ’ ( t

。 十 i , y
。 十 ; ) = o

( 1 )
i 二 o j

= l

其中内
;

为常系数
。

我们可以看出方法 ( 1) 是某些多步法推广而得的一般形式
。

在 ( 1) 中如令 1 = 1
,

则就得到

一般的线性 k 步方法 , 令 1 = 2
,

即为我们前面提到过的含二阶导数方法的一般形式
,

等等
。

对于方法类 ( 1) 我们可给关于 A ( o) 稳定以及 tS i“ 稳定充要条件的代数表达式 (此处从略 )
。

四
、

有 关 方 法 的 评 述

我们在各3 中给出了几种适合解 tS 反ff 问题的数值方法
。

其中我们以 P 一 C形式 给 出的

G
e a r
标准型

了尸
一 A又

_ ,

了二一
, =

; 三
: , 一

艺f
一 1 + 。: h

架 1
一 ’ ·

F (言三
·
,

)
己 y `

户

!
了、 1
.

1. 12

形式较为简 ,“
。

由于预`”公式中 A是 P a s o a` 矩阵
,

元素 “ ,

j ,的值为
(协 所以 由关 系式

( { )
+

(
!

j
l

)
=

(}幸} 只要使用加法运算便可计算出 A a 。 一 ; ,

其计算量是较小的
。

又

由于 G e ar 标准型中存贮的向量 a 是以 N or ds i e
ck 形式存放的

,

所以在计算中可任意地变阶

与变步长
,

这样的数值方法使用起来也是相当方便的
。

G e
ar 方法是 k 步 k 阶的方 法

,

可达

六阶是 tS if f 稳定 的
。

E nr i g ht 曾对五种典型的数值方法进行了数值试验
,

其结果表明 G ea
r

方法是最佳的 〔’ “ ]
。

可是另一方面我们也看到 G e
ar 方法虽可达六阶是 st if f 稳定的

,

但 当 k

较大 k( = 5 ,

6) 时
,

该方法在虚轴附近的稳定性却较差
,

这给许多问题带来了麻烦
。

所以曾有

人对 G e
ar 方法的稳定性问题进行研究后

,

对方法进行了如下形式的变更
:
他们在

K

y
。

=
兄

a ;y
。 一 i + h f

通̀ 1



中将 f (y
。

)改为 f (y
。

+ 色k )而引入了阶数不低于 p一 1的参数 乙k,

从而得到一类非线性的多步

方法 l9[ :

K

y 。 =
乙

a ; y
。 一 :

+ h f ( y
。
+ 乙k )

i = l

( 1 )

经数值试验表明如此变更得到的方法 ( l) 较 G
e
ar 方法在稳定方面有所改善

。

但 是 G e
ar

曾认为
:
对线性多步法进行类似这样想法的改造在稳定性方面不可能有太大的改善

,

而相反

会引起计算量的巨增
。

目前关于 G e
ar 方法在稳定性方面的研究仍在进行之中

。

E nr ig ht 提出的含二阶导数的多步法 (见 荟3)
,

其迭代形式要较 G
e
ar 方法复杂

,

但这种

方法可达九阶为 tS i ff 稳定的
。

E n r i g ht 曾经指出对某些特殊问题来说这类方法要较 G e a r
方

法更为可靠
,

更为有效
。

我们设想如能给 E
n ir g ht 方法配上合适的预测公式

,
则可望收到更

好的效果
。

在 恳3 中我们曾给出了另外三类方法
,

它们就形式复杂性以及运算工作量 来说
,
都要比

以上两种方法麻烦
。

但它们却都具有一般形式
,

从某种意义上来说
.

都包含了 G
e
ar 与 E nr

-

ig ht 方法
,

还具有更高的阶数和更好的稳定性
。

例如
,

其中变步长含二阶导数的方法

y
。 = y三

o
, + h

n

日
n , 。

( f
。
一 f

n , 。

) + h
n Z丫

n , 。

( f
。 ` 一 f `

。 , 。

) ( 2 )

当取 h
。

= h 为定步长时
,

就包含了 E nr ig ht 二阶导数的方法
,

且此时方法 (2 ) 的局部误差常

数为 。: = 丫` 一

r典斗、 丫盆
,

其绝对值要较 A d a m s 一
M

。 u l ot 。
公式的局部误差常数 : 娄小

。

~
/ J 一

“
、 十 ; 、 k + 1 1

` 入 , 万币
` ’ J

以热认
`

一
“

`
一 ` ’ `

一
` “

一 “ ` 一
` ,

,
曰 卜

俩 ~
, “

从
` 、

·

』
, o

因此对这三类方法
,

我们希望能使它们进一步地得到具体应用而产生出较为实 用 的具 体方

法
。

由于 D a hl q u i s t 关于线性多步法为 A稳定的限制性结论
,

而目前国内外广泛存在一种不

直接使用线性多步法的趋势
。

继 D ha lq iu
s t 将外推技巧应用于梯形法则之后

,

人们普遍地重

视了使用外推技巧来实现对方法的改进
。

一般地
,

我们可利用带自由参数的一族二阶的 A稳

定的线性多步方法
,

对已给问题分别进行积分
,

求得一列数值解的近似值
,

然后再将这些值

进行某种组合
,

以此来达到提高精确度的 目的
。

在这方面 W
。

iL in g er 已得到了直到六 阶 都

为 A 稳定的方法 l0t 1
。

目前关于 S t if f 问题方面的理论工作进展还不快
,

有许多工作还未做
,

在变系 数
,
非线

性
,

含有间断点以及高度振荡方面的研究更是刚刚开始
,

有许多方法还有待我们去进一步地

改进与完善
。

许多问题还是开放性的
,

有待我们去研究
。
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I n t h i s p a p e r , s e v e r a l m o s t e f f o e t i v e n u m e r i e a l m e t h o d s

P r o b l e m o f S t i f f e q u a t i o n s a r e s h o w n ,
i n w h i e h G

e a r , 5 m e t h o d

m e t h o d w i t h s e e o n d
o

d己 r i v a t i v e a r e s t u d i e d i n d e t a i l s 。

A f t e r a n a
l y

s i s a n d e o m P a r i s o n w i t h t h e m e t h o d s a b o v e ,

t h e r e s e a e h i n t h i s r e s p e e t a r 心 g i v e n .

f o r th
e l i n e a r

a n d E
n r i g h t , s

s o m e t r e n d s o f

.
1 4 毋


