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广义始值问题存在性中的离散现象

吴 建 成 蔡 日 增

摘 要

本文讨论方程 u 二 ,
一 x Z u , , + p u , 二 0 的广 义始值 问题存在性中的 离散现象

。

文中

证明 了当 p 午 1
、

3
、

.5
· ·

… 时
,
问题 的解不单是存在的

,

也是唯一的 ; 当 p = 1
、
3

、

.5
· ·

…

时
,

问题的唯一性被破坏 了
,

存在性也不成立
。

或者更确切地说
,

在一 定的相容条

件下
, 以 及在方程 的重特征流 型

x 二 0 上补充指定适当的数据
,

新的解才是存 在 唯

一的
。

关于退化方程的始值问题

{
u x :

一 x Z u t t + P u t = 0 ,
P “ e o n s t

u ( x ,

0 ) = 甲 ,
( x )

, u t
( x , 0 ) = 甲2 ( x )

( 1 )

T er ve s 〔̀ 1和王光寅等川 分别研究了它的唯一性和存在性中的离散现象
,

得到其离 散值均为

P = 1 , 3 , 5 ,
`

二
` ’ ` 。

本文对始值问题 (幼作一推广
,

考虑如下 的广义始值问题
:

L
p u 二 0

u ( x ,
g ( x ) ) = 甲 ,

( x ) ( 2 )

a ( x ,
g ( x ) ) u 二 ( x , g ( x ) ) + 日( x ,

g ( x ) ) u ,
( x ,

g ( x ) ) = 甲2牛 ( x )

其中 L
p = 。呈一

x Z
a圣干 p 。 , 。

假设 叭 ( x )
, 甲梦(

x )
,

g ( x )
, a ( x

,

g ( x ) )
,

日(二
,
g ( 、 ) ) 〔 C

’ ,

而且 ! g
,
( x ) I< }

二
}

,

O ( g ( x ) 镇
1 x Z

甲 ;
( x)

, 甲 2 ( X )
, g ( x) 在 x 二 O点具有无限阶零点 ( 3 )

在条件 ( 3) 之下
,

木文将证明
,

问题 ( 2 ) 当 p午 1 , 3 , 5 , … … 时存在唯一的 C “
解

,

当 p 二 1 ,

3 , 5 , … … 时
,

唯一性破坏了
,

存在性也不成立
,

换言之
,

只在某些相客条件下
,

而且附加另

外的条件
,

解才是存在唯一的
。

本文收到日期 1 9 8 2 年 9 月 2 日



本文中
,

我们仍沿用 [ 月中的记号
,

`

记

一 ’

x 一 叭 + x 。 :
4

于是
,

算子 L
p

可以写成

L
, , 二 Y X + ( P 一 1 ) 6

:

而且有关系式
“

X l
,
。 二 I

一

p 一 : X

易于验证
,

对于一切 x 徽
,

只 要

Y = 己
: 一 x o

,

( 4 )

-I
p
Y = 丫I

J
p 一 2

孟 g , ( 、 )

。 ( x , 红 ( x ) ) 日( x ,
g ( x ) )

斗 O

广义始值问题 ( 2 ) 的求解
,

可以化为始位问题

L
P u = 0

u ( x , g ( x ) ) = 甲 」
( x )

一z t

( x ,
g ( x ) ) 二 甲 : ( 人 )

( 6 )

的求解
,

其中

(p : ( 入 ) “
q
) : 辛 ( x ) 一 《、 ( x , g ( x ) )

(
p

: ,
( x )

日(
x ,

云( x ) ) 一 a ( x ,
g ( x ) ) g

,
( x )

由条件 ( 3 )可知

甲 ,
( ` )

, 甲: ( x )
,

g ( 二 )在 、 “ o 点具有无限阶零点 ( 3
1
)

我们主要对问题 ( 6) 进行讨论
。

为了
一

卜写的方便
,

记

甲 ( x ) “ ( 甲
,
( x )

, 甲 2 ( x ) )

( 八
。 (。 ) ( · ) 二

(
、 1 ,

( · ) · 仁一 g
, `· ,〕甲 2`· ,

,
下、 +

』
( x )

仁( X 一 、 `
( X , , 、 2“ x , + ` p 一 g “ ` X , , 、 2` X , + 甲 1· ` X )〕

)
我们首先给出关于解的一个递推关系

,

即下述引理
:

引理 1 设 g ( x ) 拐 专 x Z ,

如果 P午 一, 卜J勿数 u ( x , t )是问题

l
p 一

2lt
二 0 七、

一

g ( x)
L

以 ( x ,
g ( x ) ) = ( 八

p甲 )
1
( x )

、 山 ( x ,
g ( x ) ) = ( A

p甲 ) 2 ( x )

的解
,

那么

~
. 、

l 乙
V 又x , t ’ 一 ` , u 又x , 〔 ’ “

丁 : 石
一

侧
丫u d 丫 + 甲 a

( x ) ( t
二、 g ( x )

g ( x )

是广义始值问题 ( 6) 的解
。

证明 由直接计算可知
,



之p u ( x , t ) }
。一 : (

:
, = 甲 , ( 、

。 t
T

。 · `X , ` , 1
, 一 (

·
) 一 ,

二
。 Y· 卜一 (

·
)

,

全
p一

{!
,

!

“ · , + `一 g `· , , 、 2`· ,

!
` 一

卜一
g `· ) ) : 2 , ( · ,

+ ` p 一 g
· ` X , ,甲 2` X , + 、 1· ` X )

1}
一 、 2 ( X )

此外
,

由
一

干

L
,
T

p u ( x , 土)

日
二 工

Y u d : 一 g
’
( x ) (己

:

Y u )
, _ : (

二 ) 一 廷“
( x ) Y u

!
, 一 , (

: )

g ( x )

泊

l
é了,.`t

p

]一

,土

g , ` X )。
:

`Y ·
,
寸一 (

· ) )

一
。 t

y · + p y ·

}
+ : 1· ` X )

一 1

三
。

{{二公
· `

一
`
(· , 〔 (。

·

Y · ” 1

一
“

·

( Y · `, , , (一 ’ 〕

一 g · ( X ) Y ·
!

t
:

` (
二
)

一
(。

I

Y l l ) ,
t一 (

·
) + p y ·

卜一 (
·
)

}
+ 甲 1· ( X )

二 ,

全
。

{
一 g , `· ,〔`“

·

Y · , ,
t岁 ` (

·
) + 。

·

` Y ! 1
,卜

` (
·

) , 〕一 g· `· , Y·
,

t、 ` (
·

)

一
(。七

Y U ) ,
t

·

; (
·

) + p y ·
,
士
一 (

·
)

}
+ 、 主· ` X )

利用方程 L卜 : u 二 O以及 ( 7) 式
,

不难推知
,

I
二 p

lr
’ p u ( x , t ) = 0

引理证毕
。

下面叙述并证明木文的主要结果
。

定理 1 设 p午 1
,

3 , 5 , … … 甲 ,
( x )

, 甲 : ( x )
,

g ( x )满足条件 ( 3
1
)

,

刃吓么
,

广义始值问题 ( 6 )

存在唯一的解
u ( x ,

t ) 〔 C ’ (口 )
,

这里 Q = { ( x ,
t ) 任R

“

} t ) g ( x ) }
。

证明 首先考虑 p < 。 时的情形
。

设 u 。

( x ,

)t 是下面严 格双曲型方程的广义始值 问题 的

解
。

「

u l 二
一 ( x Z + e Z

)
l , , 亡 + 丁, u , = O

u ( x ,
g ( x ) ) = 印 ,

( x )

1 u t
( x ,

g ( x ) ) = 中2 ( x )

没 x 。> 0 是 叨始曲线土任一 汽的横坐标
,

过 点 ( 、
。 ,

g ( x 。

) )作曲线 F :

二 一

盲
+

一

丫
+ g ` x “ ,

它与初始曲线的另一交点的横坐标记为
x 。 ,

它们围成的区城记为 D
,

g ( xo )) 两 饭分别作特征线
:

丈 ( x 。 , g ( x 。

) )
,

( x . ,



,
1

{扮
一

六件认

12
一

炭一
、 分 + 。 2 ,

t ( x 。

) = g (父
。

)
,

t ( x 。

) = g ( x 。

)

过曲线 F 的顶点 ( o
,
T ) 作直线 t = T

,
以 D

￡

然
,

D
。

, D
,

对任意的 t
。

任〔o ,
T 〕

,

作直线

别为 x l , x : ,

且
x l

< x , ,

以 Q
t 。

记区域

记特征线和直线以及初始曲线所围成的区域
。

显
t 二 t

。

与 D
.

的边界 O D
,

相交
,

记交点的横坐标分

{ ( x , t ) 任R “
I t成 t

。

}自 D
:

应用能量积分法
,

容易得到下面的估计式

X I

〔 ( u 。 ,

)
“ + ( x Z + 。 2

) ( u : t
)
“
〕d x 一 p

X l

{{
`一 , ’ d ’ d`产.`.JI

L
自今

g
t。

r今
. _ _ . _ .

_

_
.

簇 J三
甲 1

`

( x ) + ( x `
+ 已`

一 g “ ( x ’ )甲三( x ’ J“ x

X 。

( 8 )

由 f占公1式 ( 8 )我们有

l{
。 。

}1
1,

,

( 。 )簇 C
I ,

其中 C ;
是与

巴 无关的常数
。

注意到
, u :

( x ,
)t 对 t 的各阶微商满足同一方程和类似的初始值

,

而后 者 是 一 个关 于

甲 ,
( x)

, 甲 2 ( x) 的导数的组合
,

由于条件 (3
: )

,

所以这些数据的绝对值均有与
e 无关的上界

。

因而
,

对于任意的正整数 m
,

类似地有

}}
u !

}}H
二

( D ) 成 C
, ,

其中 C
。
是与 。 无关的常数

。

由此 可知
,

存在 { u 。

( x , t )} 的收敛子序列 { u 。
j ( x ,

t ) }
,

它的极限
u ( x , t ) 任 C 一 ( D )是问题 ( 6 )在 D 上的解

。

再 由
x 。

> o 的任意性
,

知 u ( x , t ) 即为所求的解
。

由

估计式 ( 8 )
,

知问题 ( 6) 的解是唯一的
。

其次
,

我们讨论 p ) 0 的情形
。

由于 p 午 1 , 3 , 5 , … … ,

所以只要利用引理 1 ,

便可得到结

论
。

事实上
,

令 “ 一

此 」
+ ` , 则 p 一 2k < 0, 利用条件 ` 3 1

,
,

由上述讨论知问题

L卜 Z k v 。 = o t 少 g ( x )

v 。

( t
, g ( x ) ) = (人

p 一 2、 十 : A
p 一 Z k十 `… A

p 一 Z A
p甲 )

;
( x )

v 。 t
( t

,
g ( x ) ) = ( A卜 Zk , ZA

p 一 Z k + ; … A
p 一 Z A

p甲 ) 2 ( x )

存在 C `
解

, 。

x(
,
)t

。

由引理 1 知

v ,
( x ,

t ) = 1
、
, 一 Zk + Z v 。

L
, 一 Z k十 Z v z = 0

, 1
( x ,

g ( x ) ) 二 A
, 一 Zk * ` A

p 一 Zk孚`… A卜 Z A
p甲 ) l ( x )

v , :
( x , g ( x ) ) = ( A

,
一

Z k , ` A
, 一 Zk 十 `… A卜 ZA

, 甲 ) 2 ( x )



的解
。

由此递推下去
,

令 u 二 v k 二 T
p v k

一
, 二

尹

r
p

`

I
’

p 一 2… T
p 一 Zk 、 2二 o ,

这 里 p 一 Z k + Z j奔 1 ,

j 二 1 ,

2 , … k
。

则 u ( x ,

t) 便是我们所要求的解
。

定理 2 设 k 二 o , 1 , 2 , … , 甲:
( x )

, ( p : ( x )
, g ( x ) 满足条件

;
( 3

;
)

,

中( t ) 〔 C
一

〔 o , + co )
,

那

么问题
。
L Zk十 , u 二 o

u ( x , g ( 不 ) ) “ 甲
;
( x )

u t
( x ,

g ( x ) ) 二 甲: ( x )
,

X k u (0
,

)t =

似 )t

存在唯一的 C叹 9 )解的充分必要条件是

{
( A

:
A 3… A : k十 : 甲 )

,
( x )可唯一表示成某一函数中

. ( 2 9 ( x ) + 二竺 )

中( )t 在 t 二 0 点具有无限阶零点

( g k )

( 1 0 k )

这里 9 =
{ ( x ,

t ) 任 R
Z

It ) g ( x ) }
。

证明 我们首先考虑 k = o 的情形
。

设 u(
x ,

)t 是问题 (氏 ) 的一个解
,

并记 v 二 X u ,

那么
,

我们有

干卜
一 ”

/ _ 、 、

` V 气X 一 g 气X 夕夕 = I 、 工 )

( 1 1 )

这里 f (
x ) = ( A 仰 ) : ( x )

。

方程 ( 1 1 ) 的通解为
v = 中 (2 t + x Z )

,

若
u
被唯一确定

,

则 v
被唯一确定

, v = 中 .( 2t + x Z )
。

由 v
(

x , g ( x
) ) == 中 .

( 2 9 (工 ) + x 吕
) = f ( x )

,

知 f (
x )可被唯一确定为 中 .

( 2 9 (
x ) + x . )

。

反之
,

若 f ( x) 可唯一表示成 小 .( 2 g ( x) + x Z
)

,

则 v = 中 .( 2t + x Z
)被唯一确定

,

在 这 样

做的过程中
,

区域 t ) g ( x) 被抛物线 t = 专 x Z

分成三个区域
,

函数 u(
x ,

t) 分别满足

中 . ( Z t + x Z
) t》 十

x Z

u ( 0
,
t ) 二 小( t )

万x 竺
“

` 节I ` f l
_

中 . ( Z t + x Z
) g ( x )成 t ( 十 x Z

u ( x ,
g ( x ) ) = 甲 ,

( x )
{节

所以
,

u( x ,
)t 必须取如下的形式

2
X

1一2甲 z ( x 。

( t
, x ) ) + 中 . ( 2 ( t + 息

2
) 一 x Z

) d邑
,

g ( x ) 毛 t镇
x o ( t

, x )

( 1 2 )

1
切 t L - —

人 一 少
~
卜

2

中 . `” “ + “” 一 x :
) “ “

, ` 、 告
一 x `

O ,

厂
l
`

J
、
!

.

I
JJ
JI

一一
、 .产本L

.碑X
了̀、

U

这里
x 。

( ,
, 1 )为方程组 T =

孟
一
X

Z

一 / 2 + ,
,

T = g ( X )的 x 解
,

由于 。
(
二 , ` ) 任 C 一

,

再由条件

(3 )知 冲(t )在 t = o 有一个无限阶零点
。

反之
,

易证在条件 l( 0
。

)下
,

( 1 2) 是问题 (9
。

) 的一个

C ’
解

。

现在我们讨论 k ) 1 的情形
。

设 u(
x ,

t) 满足



卿
一

{
、 、 , 、 , 、 、 , 、

、 u 气X 一
g 气 x 少 ) 二 甲 2 L x ) u t 气x , g 气 x ) ) = 甲名L x )

则 X u 满足

厂L
,
X u = o

} X u 卜
一 g (

·
) = 甲 ; ` ( x ) + ( x 一 g `

( x ) ) 甲: ( x ) 二 (八 3甲 )
,
( x )

l ( x u )
:

卜
_ ` (

:
) 二 。 : ,

( x ,
g ( x ) ) + 、 u t t

( x ,
g ( x ) )

一 甲2“ X , + x 十

少
( x ) 仁、

1· 、· ,一 2 9 ,

(· 、、 3 , (·卜 ` ; · (
·
卜 3 ) 、 艺 (· ) 〕

二 ( A 。 (P ) : ( x )

由此类推下去
,

设 州 x ,
)t 满足

{
I

J : k 、 : u 二 0

t L
( x , g ( x ) ) 二

( p ,
( x ) u t

( x ,
g ( x ) ) = 甲 ,

( x )

贝任 u ( x , t ) = X k u 满足

,
L

, u = 0

、 u ( x , g ( x ) ) “

{了
七
( x ,

g ( x ) ) =

( A 3 A S… A Zk 十 ,甲 )
l
( x )

( A 3 A 5… A Z、 十 1甲 )
:
( x )

从这里可得条件 ( 10 , ) 的必要性
。

余下的只需证明条件 ( 1o k ) 的充分性
。

一 中s ( t ) 二 X 二u ( o
, t )

,

由 L : k 十 ; t , 二 o 及关系式 ( 5)
,

我们有

为此
,

我们令

“ 0 , 1 , 2 , , 二 k 干 1

2 ( k 一 j ) 冲; , ( t ) + 冲;
十 2 ( t ) “ 0

小s ( 0 ) = o ,

j = o , z , 2 , … k 一 1

由于 中
k ( t ) 二 冲( t )

,

而 X k u 满足 Y X 七+ ’ u = 0 及 X k 4 ` u
l

X 七+ ’ u 二 中 . ( Z t + x Z
)

其中 中 . 由 ( A
:
A 。… A : k 十 ;甲 )

l
( x )唯一表示

,

于是

中k十 ,
( t ) = X k , ’ u l

, , 。 = 中 . ( Z t )

t妻 g ( x )
( 13 )

t 巴 g (
x
)

= ( A
,
A广

·

A : 、 十即 )
:
( x )

。

所 以有

因而 中
i ( t )

,

j = o
,

l , 2 , … k 一 1 ,

可由 ( 1 3 ) I收一确定
。

这样
,

问题 ( g
k
)的解必满足

{
X k “ “ “ ` )

一

奋
X `: , ( 0

, t ) “
冲s ( t )

x 2

( 14 )
= 0 , l , 2

,

… k 一 1

和

X k u 二 u g ( x ) ( t续

u ( x , g ( x ) ) 二印
,
( x )

X j一, ( x ,
g ( x ) ) 二 ( A ( :卜 、) , 3

( 1 5 )

介̀

X一一

,1ù白勺

一 A Z卜
;
A Z、 十 ,甲 )

,
( x )

丫 j去 。 ,

1, 2 ,
·

“ k 一 1

l 2



因此
,

如 “ 二 0 !付所 ; 那样
,

函数 “ x ,
t ) 在由卜 { 弃所划分的三个区域中可唯一 表示出

井且
,

由问题 ( 1 4) 与 ( 1 5) 所确定的 u( x , t )
,

在条件 ( 1 0
、
)之下

,

构成 一 个 t ) g ( x) 中的

函数
,

因而它就是我们所求的解
。
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u n i q u e n e s s a n d e x i s t e n e e s e a n b e f o u n d f o r t h e s o l u t i o n , w h i e h e e a s e t o h o ld
.

I n o t h e r w o r d s ,
t h e s o l u t i o n o f t h e P r o b l e n l e a n o n l y e x i s t a n d b e u n i q u e ,

、 几
h e n s o m e e o m p a t ib i l i t y e o n d i t i o n s a r e s a t i s f i e d a n d s o m e a d d i t i o n a l d a t a a r e

9 1v e n t o t h e d o u b l心 C h a r a e t e r i s t i e p o i n t s ( w h e n x = 0 ) o f t h e e q u a t i n n .
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