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广 义 混 合 问 题 中 的 离 散现 象

成 风 汤 蔡 日 增

本文对非主型方程 L
p u 二 u : ,

一 护 u , , + p u , = 0 的广 义混合 问题的离散现 象进 行

了讨论
。

文 中证明 了当 p 钾 3 , 7 ,

n
, … 时

,
问题的解是存在唯一的

; 当 p 二 3 , 7 , 1
.

1 ,

… 时
,

唯一性破坏 了
,

存在性一般也不 成立
。

或者更确切地说
,
只 有在适当的相容

条件下
,

问题的解才是存在的
。

圣1 引 言

关于 C au
c h y 问题的离散现象

,
T r e v e s ,

F
。

t` l研究了一个有趣的例子
,

他证 明了如 下

C a u c h y 问题

{
L

代卜
一

介:少
p

士
一 O

` U 、 人 s U 少 = U t 、 X 一 U少 = U

t > 0

( 1
一

1 )

具有非平凡解的充分必要条件是 p = 1 , 3 , 5 ,
,

二 ,

其中 L
, = 。

: :
一 x 叨

, , + p 。 , 。

王光黄等 lz[ 研究

了方程 L禅 二 o 的 C au
C h y 问题及 G ou

r s at 问题存在性中的离散现象
。

王传芳 131 对此方程的

混合问题的存在性和唯一性的离散现象进行了讨论
。

本文中
,

我们将推广 【3〕中的结果
。

研究如下的广义混合问题

L
p· 二

一
2

一
+ p

一
o · 、 。 , t 、

譬
一

·

(
· ,

譬一 )
二 甲 1

( · )
,
一

(一 昙
一

)
一 甲 2`· ,

u ( 0 ,
t ) = 协 ( t )

( I )
1

其中 0〔 日< 1
。

并证明了当 p 今 3 , 7 ,

n
,

… 时
,

问题 (I )
。

的解是存在唯 一 的
。

而 当 p 二 3 , 7 ,

1 1 , … 时唯一性被破坏了
,

存在性一般也不成立
。

或者更确切的说
,

只有在适 当的相容条 件

下
,

问题的 C ’
解才是存在的

。

本文中
,

我们仍沿用 〔1〕的记号
,

记

X = 0
:

+ x o
。 ,

Y 二 0
二
一 x o ,

本文收到日期 19 83 年 5 月 2 1 日



于是算子 L
p

可以写成

L
p 已 Y X + ( p 一 1 ) a

, 二 X Y + (P +注)创
!

且有关系式

X L
p 二 L 卜 ZX

,

L
p

Y 二 Y L
p 一 2

我们考察两个特殊的定解问题
_ _ ,

3
L

o u = o x ) 0
,

t ) 几 ; - x z

乙

·

(
· , 一

鲁
一

)
二 甲 ,

(· )
, · 、

(
· , 一

号一)
= 甲 2 ( · )

t ) 二 0

二 、 o
, t 、 一

譬
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粤
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)一 (
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冬
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)
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·

3 )

( 11 )
p

( 皿 )
p

, =xu(与
u

L
、

u ( 0 ,
t ) = 林 ( t )

其中 。镇日< 1
。

为了叙述的方便
,

在下面我们所讨论的数据 甲 1
( x )

, 甲2 ( x )
, 件 ( t )和解

u ( x ,
t )

都是 C ` 的
,

我们假定函数 甲 ,

x( )
, 甲2 ( x) 及 件 ( x) 在原点都有无穷阶零点

。

令

甲 ( x ) = 〔甲 1
( x )

, 甲 2 ( x ) 〕

B
p 、 (·卜 {

甲 , ,
( X ) + (卜 。) X 、 2 ( X )

, 、 2 /
( X ) + (。止

1 ) X

(
甲 1· ( X ) 一 Z o x 、 2尹 ( x ) + ( p 一日) 甲2 (· ,

)}

为了方便起见
,

令

{

茶2 定 解 l月 题 ( 11) p

邑= x

~ x Z

T 一 ; 一 p
一

2

于是问题 ( n ) p变为
`

A
。 u = u : 。 一 2日邑u : :

+ (日
2 一 l ) 邑

Z u , :
+ ( p 一 日) u : = o

、 u (七
, o ) = 甲 ,

(息)
, u ·

(邑
, 0 ) 一 甲2 (七)

, u ( o , : ) = o

其中 A
。 == O: 、 一 2日邑己: 、

+ (日
2 一 1 ) 是

2己
, ;

+ ( p 一 日)己
: 。

记

I之= 己: 一 (日+ l )是己
二 ,

Q = O: 一 (日一 z ) 邑日
:

则有

A
p = R Q + ( p 一 1 )己

;

邑妻 O , 下妻 O

( 2
一

1 )

( 2
一

2 )



且有关系式

Q A
。 = A

p一 : Q
,

A
p

R = P A
。 一 2

我们先给出关于解的两个递推关系
:

引理 1 如果 p 今 1 , 3 ,

函数 u( 邑
,

幼是问题

A 卜 4 u 二 0 毛) 0 , ,r 》 O

u (邑
, o ) 二 中

,
(息)

, u ,

(邑
, o ) = 冲2 (邑)

u ( 0 , 丫 ) 二 0

之解
,

则 v( 七
, T ) 二 R

2

u( 七
,

劝是问题 ( 2
0

1 )
p

之解
。

其中

( 2 一 3 )

( 2
.

4 )

甲
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( : 一 ` )
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( P一 l ) ( P一 3 ) !
( 1一 日)邑
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}
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·
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证明 由 ( 2
0

3)
,

我们有

A
p v = A

。
R

Z u = R
Z

A
。 , 4 u = 0 之) 0 , 下妻 0

由 ( 2
.

4 )
,

得

v = R
Z u “ u 、 ; 一 2 (日+ 1 )邑u : :

+ (日+ 1 )
“
邑
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一 ,
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·
+ (。 + 1 ) ( p 一 5 ) · ,

}
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、亡。 !
2 (。一 1 ) “ · : :

一 2 (日
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… + ( p日一 邓 + 3 一 p ) ·
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}
= 一 2邑u : :

+ 2 (日+ 1 )息
Z u : ,

一 ( p 一 3 ) u ,

:
一 。

:

R
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一 :
一

全。 !
2 · : ,

一 : (。 + 1 ) :
· : 二 :

+ (。 + l ) ( 。 一 5 ) ·
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」
1

一 ( z 一日)
2 {

2 ( , + 。 )

一 : U毛叠七一

2 ( P 一 4 ) (日+ l )

是
U是丫

P一 1

醉一
u “ `

+ ( P 一 l ) ( p 一 4 一 日)

左2

“ ·

少

所以
,

由 (2
。

5) 得

v (邑
, 0 ) =

v :

(邑
,

0 ) =

1

场卜
甲

1·
( “卜 2 (。+ , ) : 、 2· ( : 卜 (。+ 1 ) ( p 一 5 ) 、 2 ( : )

l
一 、 ,

( : )

( ,

与
2

知
+ 日,甲 2· `邑,一 l

一 、 1, ·
( : 卜少

二

梦
十
与

2 , 、: )

P 一 l
甲

,

l,( 劫 十
( p 一 1 ) ( p 一 4 一 日)

息
“

犷

、 2 (、 )

}
一 q ) 2 (: )

而 v ( 0 , : ) = 一 ( p 一 3 ) u :

( 0 , 下 ) 二 0
。

引理 2 如果 P今 3 ,

问题



A
p 一 4 u

u (乙
,

u ( 0 ,

= 0 毛妻 0 , 下李 O

= u :

(七
, 0 ) 二 0

= O

( 2
一

6 )
、 一魂

、 ,声护̀、少
n
éT

无非平凡解
,

则问题 ( 2
·

6)
p辛也没有非平凡解

。 吧

证明 设 u( 七声 )是问题 ( Z
o

6)
p

之解
,

则 v( 乙声 ) 二 Q
2

u( 邑声 )是问题 (2
·

6) 卜 ; 之解
。

事实

上
,

由 ( 2
一

3 )得

A卜 4 v = A
p 一 4 Q

Z u = Q
么

A
p u = 0 七) 0 , 下〕 0

显然
,

又由 A
p u 二 0 得

v (邑
, 0 ) = v :

(邑
, 0 ) = 0

u 、 、 ( 0 , : ) + ( p 一 日) u ,

( 0 , : ) = 0

于是
, u 。、 ( 0 , 下

)
= o

从而 v ( o , 丫 ) = u 、、 ( o , : ) 一 (日一 1 ) u :

( o , T ) = o

由此可见
,

因为

Q
Z u
为 ( 2

.

6 )
p 一 ; 的解

,

又假定 ( 2
一

6 )
p 一 ; 无平凡解

,

故 Q
Z u 二 o

。

己: Q
Z u = u : : 、 一 2 (日一 i )邑u : :

:
一 3 (日一 1 ) u : :

+ 2 (日一 1 )气是u : 二

+ (日一 l )
2

息Z u : , : 二 p

所以
u : 、 : ( 0 , 下 ) 一 3巾 一 l ) u 、 、

( 0 , 下 ) = 0

又由 A
p u 二 O对 毛求导得

( 2
0

7 )
,

u : : 、 一 2日色
u : : :

+ (日
“ 一 1 )息

Z u , :
: + 2 (日

2 一 1 )邑u : :
+ ( p 一邓 ) u :

, 二 o

于是

因 p 今 3 ,

u : : : ( 0 , T ) + ( p 一 3日) u :
:

( o , : ) = o ( 2
.

7 )
:

由 ( 2
一

7 )
;

一 ( 2
一

7 ) :
得

u : : ( O , 下 ) = o
。

从而

一 ( 。
, · ) =

{:
· : : (。

, · ) d · + · 、 ( ”
, 。 , = 0

于是 u (邑
,

劝满足

Q
Z u = 0 邑) 0 , 丫 ) 0

u (毛
, 0 ) 二 u ,

(息
, 0 ) = 0

u ( 0 , 丫 ) = 0

令
u : = Q u ,

则 u ,

满足

{
Q。 , 七 。

口
,

l 卜

二
_ _ _ 一

_

一 1 一 日
; ,

勺 ` 弓 U , U乏 之; T 之之;
~

一 石
~

一 弓 -

`

= Q u (七
, 0 ) = 0

及

{

_
_ ` _ _

_ 1 一 日
, ,

议 ul 二 U ` 声 V’ T 沪一
一

百一
~

`
-

u :
( 0 , T ) = Q u ( 0 , 下 ) = u : ( 0 , T ) = 0

带 这里 ( .2 6)
p

表示 ( .2 6)
p 一 ; 中用 p 代替 p

一

4
。



易知 u l
(邑

,

)T = O (邑妻 0, : 夕 O )
。

从而可知

u (邑
, 下 ) = 0 (邑尹 0 , r 乡 0 )

下面我们叙述并证明本节的主要结果
:

定理 l 设 p 斗 4 k + 3 ,
k 〔 Z

十 , 甲 ,
(邑)

, 甲 2 (幼 〔 C
一

在原点都有无穷阶零点
,

则问题 ( 2
.

1 )
。

存在唯一解 u( 邑
,

劝 任 C叹 R早)
,

其中 R早二 { (邑
,

动 任 R
“

1七) O , ` ) 0 }
。

证 明 先讨论 p < 。
。

为此
,

对任意
。 > 0 ,

令
u :

(七
,

约是下述严格双曲型方程的混合问题

{ u 、 ; 一 2日(邑+ 。 ) u :
,

+ (日
2 一 1 ) (息+ 。 )

2 。 、 :
+ ( p 一 日) u , = 0

{ u (七
, o ) = 甲 ;

(邑)
, u ·

(邑
, o ) = 甲 2 (邑) ( 2

·

7 )

火 u ( 0 , 丫 ) = 0

之解
。

由能量积分法
,

容易得到下述估计

;
一
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1

{
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2
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2

一
。 ·

+ · 。 : 之

}
d : 一 p
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!
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}
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这里 息
。

> o 为任意常数
,

9
:

是过点 (邑
。 ,

0)

`
. _ _ _

… _
. _

d 下
_

,

的万程的特被线百百
= 一 ( p + 1) (互+ 幼

,

u S
直 线

丫 = o 和 邑= o所围成的闭区域
,

邑
,

> 0 是直线
下 =

oT > 0 和 口
。

的边界的一个 交 点 的 是坐标
,

D
。 = { (邑

, , ) 任口
。

10 ( : 蕊 T 。

}
。

令

。 一

万( :
, 下 ) : ,川 : 、 0 , O、 , 、

叮工
( : : 一 梦下

气 ` 夕

则 Q 仁 Q
。 。

因此
,

由估计式 ( 2
一

s知 }}u c

}}; : ` ( 。 )簇 C
, ,

其中 C
,

是与
。 无关的常数

。

注意到
, u 。

(邑
,

吟 对 T 的各阶导数都满足同一方程和类似的初始数据以及 在 七
二 O上 为

零
。

由 于 印 ,
(毛)

, 甲 2 (动 在原点都有无穷阶零点
,

所以这些数据的绝对值均有与
。 无关的上

界
。

因而
,

对任意的正整数 m
,

类似地有 }!
u 。

}!尸 ( 。 ) ( C 二 ,

其中 C
。

是与
e 无关 的 常 数

。

由

此
,

我们利用标准化程序
,

可知存在 { u 。

(邑
,

)T }的收敛子序列 { u , j (号
,

钓 }
,

它的 极限函 数
u

(邑
,

动 任 C
一

( Q )是问题 (2
.

1 )
。

在 Q 上的解
,

再由 邑
。

> O的任意性
, 知 u( 邑

,

劝 即为所求之解
,

由估计式 (2
。

8) 知问题 (2
。

1 )
p

的解是唯一的
。

其次我们讨论 p 二 1 的情形
,

即考虑混合问题 (2
,

1 )十
,

由 (2
.

2 )
,

A
l u = R Q u 二 O ,

令 v = Q u ,

则有

{
R v = O 邑乡 O , T ) O

v (邑
, o ) = 印几(邑) 一 (日一 z )邑甲 2 (邑) 三 f (邑)

解之
,

得

· ( :
, · ) 一 `

(韧
一

。
一

认一
+ :

2

)

从而可得

这里 ( 2
·

l )
,

表示 P = 1 时的 ( 2
.

1 )
。

式
,

下同
。
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(研裔卜万
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厄万
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(日 1 )
一

:
·

l)
d 、

邑) O,

_
_ 1 一 日

。 `

下
护

一
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。 1

(丫
2 下

日一 1

`
(卉从
任

下

2入
2 + 2 下 + (日一 1 )邑

2

一 ( 2
一

9 )

1)
d 、

一

;
l 一 : ) 。 , 。

。 、

旱
:

2

容易验证
,

(2
。

9) 式确是问题 (2
。

1 )
1

的 C
`

解
。

这样
,

对于其它的 p 》 O ,

只要 p斗 3 , 7 , 1 .1 二 ,

利用引理 1 即知所求的解存在
。

为证当 p“
, p 午 3 , 7 ,

“
, … 时问题 .(2

1 )
·

的解的唯一性
,

我们令卜 [令卜
1 ,

于是

p 一 4 k < O ,

由以上所证
,

知问题 ( .2 1) 卜 4 k

的解是唯一的
,

由于 p午 3 , 7 ,

n
,

… ,

故 p 一 i4 午 3

( i = o , i , 2 , … k )
,

反复使用引理 2
,

即知问题 ( 2
一

1 )
p

的解是唯一的
。

由定理 1立即可得

定理 2 设 p今 3 , 7 , 1 1 , … , 甲 ,
( x )

, 甲2 ( x ) 任 C 一 在 x 二 o 都有无穷阶零点
,

则 l’ed 题 ( l )
p

存在唯一解 u( x ,
)t 任 C叹艺 )

,

其中

: ·

{
( x ,

t ) 。 R
Z

!
· 》 。 ,

t 》
一

梦
一

}
而 0簇日< 1

。

荟3 定 解 问 题 ( 111)
p

同 荟2 一样
,

我们令

邑= x

一
t 一

晋
妒

于是问题 ( 111 )
。

变为
.

A
p u = u : : 一 2日邑

u :
:

+ (日
2 一 1 )息

Z u : :
+ ( p 一 日) u , 二 o

{ ” (邑
, o ) 一 u ·

(乙
, o ) = O

u ( 0 , 下 ) = 协 ( T )

我们先给出一个关于解的递推关系

引理 3
、

如果 p今 3 ,

函数 u( 邑
,

动 是问题

A
p 一 4 u = 0 乙) 0 , 下 》 0

u (邑
, 0 ) = 0 , u ,

(毛
, 0 ) = 0

七> O , T ) 0

( 3
.

1 )
p

· (。
, · ) 一 。

三
p

{:
; (入) d 、

( 3
.

2 )

之解
,

则

证明

七) O , T 》 0

由引理 1

v (邑
, 、 ) = R

Z u (邑
, , )是问题 ( 3

.

1 )
。

之解

由关系式 (2
。

3) 得

A
p v = A

p
R

Z u (趁
, T ) = R

么
A

p一 4 u = 0

的证明过程知
,

v ( 0 , r ) = ( 3 一 P ) u ,

( 0 , 丫 ) ” 终 ( T )
, v (七

, 0 ) = v :

(邑
, 0 ) = 0



现在来叙述并证明本节的主要结果

定理 3
、

设 p午秋 十 3 ,
k 任 Z

、 ,

叮钓 任 C 一 ( R
十

)在 ; 二 o 有无穷阶零点
,

则问题 (3
。

l)
。

存

在唯一解 u (毛
,

)T 〔 C叹 R早)
。

证明 今 Z 佳
, T ) = u( 毛

,

劝 ) 一 卜 (T )
,

则

厂

A
p

Z 二 ( i 一 日
2

) 邑
2件 l’

( : ) 一 ( p 一 日) 卜
,

( , ) 三 F
p

(邑
, 下 ) 毛) 0 , : 》 0

`

z (邑
, 0 ) = z :

(邑
, 0 ) “ 0 ( 3

.

3 )
p

一

{ z ( o , 丫 ) = o

先考虑 p < 0 的情形
。

令
。 > O 是任意实数

,

Z
。

(邑
,

动是如下严格双曲方程混合问题

} z : : 一 2日(七+ 。 ) z : :
+ (日

2 一 l ) (邑+ 。 )
’ : , ,

+ ( p 一 日) z ,
二 F

p
(七

, , )

z (邑
, 0 ) = z ,

(邑
, 0 ) “ 0 邑> 0 , 丫 》 0

`
.

2 ( 0 , 下 ) 二 0

之解
,

利用能量积分法
,

容易得到如下估计式
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。
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{{
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d : d T

J J 白 J 0 L J J J

D
r

D
:

{{一
F

· `邑
, · ’ “邑d `

…
F产`“

’ ` ’ d “ d `

{
月

…
了l
、

即

f f
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1 f f 一
。

l ! z “ 。 , Q七a T 冬 。 2
1 1 1

` p` 吸弓 , T ) d 乙d T

J J F J J

D
。
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因此
,

雪{拿
`

卜卜 。
2

) ( : + · )
2

一
+

一!
d “ 一 p

{{一
d “ d ·

1 f f一
。 , , ,

乓 一p l 」J
` p ` 。 乞“ T ( 3

一

4 )

D

根据 (3
·

4 ) 式
,

我们有

}2
2 。

}1
。1’ ( `。 )簇 C

:

其中 C
,

是与 a 无关的常数
。

注意到 z 。 ,

是以下 混合问题

: : : 一 2日(是+ 。 ) z ; , + (日
“ 一 l ) (邑+ 。 )

2 2 : :
+ ( p 一 日) z : 二 a

二

F
p

(邑
, : )

二 ( 1 一 日
2

)乙
2件 , l’

( : ) 一 ( p 一 日) 件
l’

( : )

z (邑
,

0 ) = 0 , z :

(邑
,

0 ) 二

z ( 0 , 下 ) = 0

F
p

(毛
, 0 )

(日
2 一 i ) (毛+ 。 )

“ = 0



之解
,

于是
,

我们有

}{: :

(}
; 1 2 ( `〕)簇 C 。

类似地
,

对任意正整数 m
,

我们有

}}
H“ (。 ) 镇 C

。

其中常数 C
。
与 C

无关
。

因此
,

由标准化程序知
,

{ Z
。

(邑
,

钓 } 中存在一个收敛的子 序 列 { Z
一

(毫
, , ) }

。

它的极限函数 z (息
, : ) 任 c 一 ( Q ) 是问题 ( 3

.

3 )
,,

在 。 上的解
。

由 氛> 。 的 任意性即拓
Z (邑

, 下 )是 I’q 题 ( 3
一

s )
。

之解
。

从而 u (邑
, : ) 二 Z (导

, : ) + 件 ( : ) 是问题 ( 3
一

i )
p

之解
。

对于 p > 0 , p专 3 , 7 , 1 1 , …的情形
,

利用引理 3 即知所求的解存在
,

至于解的唯 一 性 前

面已证得
。

由定理 3 的结论
,

我们得到

定理 4 如果 p午 4 k + 3 ,

k 任 Z
十 , 协 ( t ) 任 C 伪 ( R

+
) 在 t = o 有无穷阶零点

,

则问题 ( 111 )
;,

有

唯一解 u ( x , t ) 任C . (艺 )
。

圣4 定 解 问 题 l( )t,

引理 4 设 I ( x ,
)t 〔 C ’ ,

且 f x(
,

)t 在原点有无穷阶零点
,

小( x) 及 甲 ( x) 任 C 在 二 二 0 都

有无穷阶零点
,

则由

X u = f t姿

u ( 0 ,
t ) = 币( t )

x :

2
x 笋 0 ( 4

·

1 )

日
入 U = t

一

岌
艺

x ,

x `

簇 t 簇 2 x
) 0

!3
u L x ,

一

2

( 4
.

2 )

x Z
) 二 甲 ( x )

所确定的解 u( x ,
)t 也是 C “ 的

,

且在原点有无穷阶零点
。

证明 事实上
,

由 ( .4 1)
、

( .4 2) 所确定的解为

梦
一

2
甲 ( t 一 止二 )

乙

+

{;
“ 是` ’

+ ( t 一 亏
一

) ) d邑
`

x 》 0 t )
一

u “

州
·

(丫鲁 )
·

J
`

仁 丫

心
,

髻
一

+ (卜 会 )
d 、 X 、 。 ,

卜。 、
一

誓

容易验证
,

u( x ,

)t 任 C叹艺 )
,

且在原点有无穷阶零点
。

下面叙述并证明本文的主要结果

定理 5 设 p今 k4 + 3 ,
k 任 Z

十 , 甲 ,
x( )

, 甲 :
x( ) 及 终 (t ) 任 C ’ 在原点都有无穷阶零点

,

则问题 ( I )
。

存在唯一解
u ( x ,

t ) 任 C “ (艺 )
。

证明 由定理 2 和定理 4 即得所需的结论
。

定理 6 设 p = 4 k + 3 ,
k任 Z

十 ,

则问题



L ; * + : u = o x 夕 0 , t乡

u ( · ,

誉
X Z

)
一

( ·
,

雪

日
2

一

x -

x “
) = 0

( 4
一

3 ) `
k + :

u ( 0 ,
t ) = 0

恒有非零解
。

证明 取

1

g ( : ) 一 e 一 月 1 1> o

0 月 ( 0

易证
,

g (月 ) 任C
一

( R
,

)
。

令

u ( x ,
t ) = y

Z k + `
x Z 、

1
毯 、 L 一 lt , l

` J

( 4
一

4 )

则 u ( x ,
t )是问题 ( 4

一

3 ) 4 k十。 的非零解
。

事实上显然
, u ( x ,

t ) 任 C
” ,

由 ( 1
.

3 )式得

L 4 、 十 3

一 L 4 、 + 3 Y
2 、一

卜
(卜

一

誓
,

卜
Y

Z k一 L
,

【
g (卜 一 ) = O

又由于 当 t < 梦
时

, g (卜
一

手
) · 。 ,

所以
,

当 t <
一

哥
一

。 u ( x , t ) = 0 , u ,
( x , 0 ) = 0 ,

由

u ( x ,

t) 的连续性
,

知当 t ( 一厄一时
, u ( x ,

t ) = t , t

( x ,

o ) 二 o
。

从而可知

u ( x , x Z
) = u 、

( x , 日
。

一

X ~ ) 二 U
乙

门日Q曰

又因为

一一
护2

X
Z k + ’

1 9 ( t 一

所以

6 Z k + l

o x Z k + 1

g (卜 分}}
X 一 。 x

Z k一

卜
(卜 盲

)

l{
X 二 。 一 。

于是

u ( 0 , t ) =
己Z k + ’

o x Z k + l

g (卜 沪} }
X 二 。 = 。

定埋 7 没 k = 0 , 1 , 2 , … , 甲 ,
( x )

, 甲2 ( x )
, 尽 ( t ) 任 C

“
( R

十
) 在原点有无穷阶零点

,

则问

题 ( 1 ) 4 k + :
存在 C “ 解的充分必要条件是
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/ / Z t \
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一
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、

一
’
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场

`
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证明 先证必要性
,

没函数 l(t
x ,

)t 是问题 (l )
4 k 十 3 之解

。

令

甲
,

( t ) = X j u ( 0 , t )
, s = 0

,

l
,

2 , … , Z k + 2

因为
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篡
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所以

篡
:
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于是
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因为
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甲
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…
,

Z k

甲
J
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.
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令 v 二 X
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·

7 )

满足
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、
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、
, t 、 口

X Z

乙

} 一
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日
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, 、 _ v
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J
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一

U 4 k 十
气

; L于) 夕 1火入 产

气 艺 乙

所以

因为

v
( x ,

t ) = ( B
I

B 3 … B ` k + 3甲 )
1 /汀

.

.

17
了
了吸人

Z气子、

v
( o , t ) = (工{ I

B 飞… B 4 k + 3印 )
1 2 t

日+ 1

另一方而
,

v
( 0 , t ) = 甲 : k , : ( t ) = ( 一 2 ) k + `

( Zk + 1川 卜 (k + ` ) ( t )

从而可知 ( 4
·

5) 成立
,

必要性得证
。

再证充分性
,

任取一 个在 t 二 0 具有无穷阶零 点 的 C 一 函数 甲
: k十 :

( t )
。

由 甲
: k十 ,

(t ) 和

\。 Z k 十 2 ( t ) 一 ( B
I
B 3… B 4 k 卜 3甲 )

1

(丫
利用关系式 (魂

·

6) 可唯一确定所有的 甲 3(j
二 。 , 1 , 2 , … , Z k)

。
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令 u 二 x Zk
` “ u ,

则 u
可由问题

x 》 0 , t )
( 4

.

8 )
X

?一2

x Z
) = ( B 1 B 3 … B 4 k 十 3甲 )

1
( x )

门p一Q自

ù一,u
(xyùu

确定
。

于是
,

( l ) 4 k + 3 的解可 由下列问题

x
Z
o

Z u =
百

x 、 。 , t 、 甘
艺

( 4
一

9 )

X
, u ( 0 ,

t ) 二 甲 i ( t ) j “ o , 1 , 2 , … , Z k + l

及
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X

门日Q山

X
名k千 Z u 二 u x 笋 0 5
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X
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1
( x ) 2

,

…
,

Z k + 1

确定
。

可以证明
,

问题 (4
。

8 )
,

( 4
0

9 )及 ( 4
0

1 0) 一定存在解

u ( x , t )是 [’N 题 ( I ) 4 k + 3 的解
。

事实上
,

利用引理 4
, 飞j丁知

u ( x ,
t ) 任 C ` (艺 )

,

又当 ( 4
一

5 )成立时
,

有

X
Zk + I L 、 k + 3 u 二 L

,
X

Z七+ ’ u 二 Y X
之k + ’ u 二 Y u = 0

u ( x , t ) 任C ’ (三 )且当 臼
·

5 ) 满足 11」
,

( 4
一

8 )
、

( 4
一

9 ) 及 ( 4
一

10 ) 一定存在解

、 、 。 ,
t 、

一

尽、 (、
.
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乙
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雪
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+ Z x甲 2’ ( x ) + 甲 2 ( x )
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日
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洲 U 盆 , + ( l 一 2日) x Z u t 。 l

} t
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一

1 4 )

X
日

12

由 ( 4
.

1 3 )
、

( 4
.

1 4 ) 可得

X Z· t t
( ·

, 一

昌一
) 二

( B一k十 ,
B 4 k十 3甲 ) 一 ( x ) 一 甲

卫l, ( x )
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场
:

!
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一 2 ( 1 一 。) X 、 2 ,
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,
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尽
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( x ) 一日、
: ( x )

`

一 2日
x 甲 2 ,

( x ) + ( 4 k + 3 )甲 2 ( x ) = 0 ( 4
.

1 5 )

类似地
,

可以证得

x , L ` 、 , 3· ( X ,
一

梦
X Z

) = 。 j = l ,
2

、

, … , Z k
( 4

一

1 6 )

由 ( 1
一

1 1 )
,

( 4
·

12 )
、

( 4
.

1 5 ) 及 ( 4
一

1 6 )可知
,

L 4、 + 3 u ( x , t )满足方程

x Z、

一
。 X ) 。 ,
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令

` 2

x ` · ( X ,

誉
沐

2
)

`

二 o

X
, u ( 0 , t ) = 0 一 二 O , l , 2 , … , Z k

故
一

可知
,

: 4、

一
。 X 、 。 ,

t 、
{

X Z

又显然
,

日
U 气X , 。 一

X
一
少 = 甲 1气X 少

`

再由

x · ( ·
,

誓一
) 一 甲

; /
(· ) + ( 1 一 。) · : 2 ( · )

及
· :

( ·
, 一

暑一
) 二 甲

l ,
( X ) 一 。X 甲 2 ( · )

得

u t
( x ,

日
石

.

X 少二 耳J Z气X )

乙

又由 ( 1
·

5 )和 ( 4
·

6 )知 u ( 0
,

t ) = 卜 ( t )
。

从而可知
u ( x , t )确是 l’dJ 题 ( I )

4 k 、 3 的 C
`

解
。

充分性得证
。
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