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摘 要

本文证明 最短距 离法在分类 函数
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分成 k 类 G , ,
G Z ,
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,

G k ,
R (G

、

) 表示类 G ;
的直径

,

方开泰
、

马逢时 (1 9 7 9) 定义 R (G ; )为 G
i

的最小支撑树 M S T (G i)的最大边长
,

并证明了系统聚类的最

短距离法在分类函数
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之下是最合理的 [’JIZ I
。

这时
,

两类的距离与直径的关系是不明显的
。

文 〔们 中曾指出也可定义 R (G
*
) 为 G

;

的最小支撑树的重量
,

即

的和
,

记作

R (G i) = S M S T (G
、
)
。

这时
,

最短距离法中类 0
;

与类 G ; 的距离为

D
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,
日G 三) 一 R (G

,
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,

它与直径之间具有明显的关系
。

木文将证明最短距离法在分类函数
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M S T (G 、) 的全部边长
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之下也是最合理的
。

在最短距离法的系统聚类过程中
,

开始时各样 品 自 成 一 类
,

记 作 G ; (”),
G Z (”),

⋯
,

G
n

(0 );
然后第一步合并其中最近的两 类

,

得
n 一 z 个 类

,

记 作 G ; (‘),
G : (, ),

一
,

G
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类似地记第
n 一 k 步的 k 个类为 G : 《

, 一“),

G Z (
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.

⋯
,

G : (
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。

用 G 表示
n
个 样 品 X , ,

X Z
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组成的集合
,

如果 G 中任两样品间的距离都不相等
,

那未 M S T (G )是 唯一的
,

它 的

边长各不相等
,

记为 11 < ! : ⋯ < I
n _ , (为了方便

,
11 既表示边长

,

又表示相应 的 边 )
。

第 n 一 k

步合并的两类正是 1
。 一 k 所连接的两类 (指 1

。 _ k 两端分别所属的类)
,

并且 M S T (Gi (
“ 一“)) (1= 1

,

2 ,
⋯

,

k ) 必为 M S T (G ) 的子集 ! ’11‘下,

于是
,

由聚类过程可知
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把 G 任意分成 K 类 G ; ,

G 2 .

⋯ M S T (G
。
) 的边为 l
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l
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⋯
,
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应的边长)
,

则

E (G I ,

G Z ,

⋯
,

G k ) =
艺 1

‘

如有

n 一 k n 一 k

E l
‘ i

) 乙 1
、,

i
,

1 1 1

则就证明了 G 、(‘一 k ),
G Z (

“ 一 七) ,

⋯
,

G k (
“ 一 k ) 是使分类函数 ( * )达到极小的精确最优解

。

记

L =
{l: ,

l: ,

⋯
,

1
。 一 1、,

L ‘ 二 土I
, , ,

1
‘2 ,

⋯
,

l
‘。 一 k、

当 L 产 是 L 的子集时
,

因为 1; ,

12 ,

⋯
,

1
。 一 k 是 L 中最短的

n 一 k 条边
,

所以
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当 L 尹
不是 L 的子集时

,

用反证法来证明
,

假设
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先把 1, 产 添到 M S T (G )

k

上
,

必形成回路
。

回路中必有属于 L 一 L, 的边 (否则 U M S T (G i) 将形成回路 )
,

记其中之
i‘ 1

一为 卜; ,

把 卜;
去掉

, 然后添上 1飞
,

又形成回路
,

回路中必有属于 L 一 L’ 的 边
,

记其 中 之

一为 liz
,

把 卜:
去掉

; 依此做下去
,

最后添上 l
r, ,

形成回路
,

回路中必 有属 于 L
一

L, 的边
,

记其中之一为 卜
r ,

把 卜
,

去掉
。

所得联结图必为联结 X , ,
X Z ,

⋯
,

X
。

的一棵树
,

由上述添边
、

去边过程可知
,

它的重量
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注意到 11 1 ,

⋯
,

l、
r ,

l
‘ : + 1 ,

⋯
,

l
‘n 一 k

是 L 中不同的边
,

有

1一 + ⋯ + 1
: r

+ 1
, : * z + ⋯ + 1

, ,、一 k 》11 + ⋯ + I
n 一 k ,

并由反证法假设
,

得

W 镇 ( 11 + ⋯ + l卜 z ) + (1
, l + ⋯ + l

, 卜 k) 一 (11 + ⋯ + I
n 一 k ) < 1一+ ⋯ + I

n 一 l ,

这与 M S T (G ) 是最小支撑树矛盾
。
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