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关于 系 统 聚类 法 的若 干 注 记

费 荣 昌

(丛 础 课 部 )

本文从各种距 离之间的关 系来时重心法
、

类平均法及离差平方和法作一些 分析

比较
。

系统聚类法是 目前使用最多的聚类分析方法
,

类与类之问的距离的定义不同
,

就产生系

统聚类的不同方法
,

在文献 〔月 〔2〕〔3〕中介绍了八种方法
,

有关这些方法的优劣有一 些 评

论
,

理论上并未彻底解决
。

本文从各种距离之间的关系来对重心法
、

类平均法及离差平方和

法作一些分析比较
。

设类 G
p

包含的样品个数为
n p ,

重心为 X
p ,

离差平方和为S
p ; 类G

。

包含的样品个数为
n 。 ,

重心为X
。 ,

离差平方和为 S
。。

以 D示
。
(重)

、

D后
;
(平 )

、

D 活
。
(离 )分别表示重心法

、

类平 均 法及

离差平方和法的类 G
p

与类 C
q

之间的平方距离
,

它们的定义为

D 活
。
(重 ) = ( X

p

一 X
。
)
‘

(入
。一 X

q
)

,

D 洽
。
(平) 二

n p n q
乙 d“ , 二,

X j〔G
。

X 、〔G
。

D 云
。
(离) = S

:
一 S

, 一 S
q ,

其中 d ii是样品 X ‘
与样品 X , 之间的距离

,

S
,

是由 G
,

与G
。

合并成的类 G
「

的离差 平 方和
。

我们在 di ; 采用欧氏距离下
,

先来建立 D后
;
(重)与 D 盖

q
(平)之间的关系

。

关系 z D 孟
。
(平) = D 舌

q
(重 ) + V

p + V
。 ,

其中

\厂
P ( X

i 一 X
‘,

)
‘
(X 一 X

p
)

,

\
, q =

任(妥
p

乙 (X j一
瓦)

‘
(X ; 一瓦 )

X i任G
q

乙戈

分别称为 G
p ,

G
。

的方差
。
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D 孟
q

(平) =
l

fl p ll q
E 乙 (X

l 一 X ;) , (X ; 一 x *)

X
,
任G

,
X 、〔G

。

1

n p fl q
乙 乙 (X ; 一

瓦
X i任G

。
X i任G

。

+ X
p 一 X , )

‘
(X ; 一 X

p + X
p 一 X

:
)

一

乙 (X ; 一
瓦)‘(x , 一

瓦) +

X ; 任G
p

去艺
‘又

一 X ; ,“瓦
一 X j,

‘

, X , 〔G
。

2
+

11 p n q
乙 (X i 一又

p
)‘

X i任G
,

(X
p 一 X s)

,

〔G
。

习戈

注意最后一项等于零
,

即有

D 活
q
(平) = V

, + 乙 (瓦
一汉

。 + 双 一 X i)
’
(又

p 一汉
。 + 瓦 一 x i)

X j任G
q

X
一

一从X
一

一(X0仇
任

r,‘X
1

一
、

+一X
一一从一丸一一凡十V一一

(瓦
一了

q
)‘ E (双 一 Xj )

X s任G
。

2
�

伽
+

= V
p + D 孟

。 (重 ) + V
。

D云
q (重 )仅反映类 G

。

的重心 X
。

与类 G
。

的重心 X 。

之间的几何距离
,

而由关系 1 可知 D 乱

(平 )不仅反映 X
p

与X
。

之间的几何距离
,

并且还反映类 G
,

和类 G
。

所含样品的离散 程度
,

也

就是说
,

采用重心法系统聚类的结果仅取决于聚类过程 中所涉及的各类的重心之间的几何距

离 ; 而采用类平均法系统聚类的结果不仅取决于各类的重心之间的几何距离
,

还取决于各类

所含样品的离散程度
。

其次来考虑 D吕
。

(重 )与 D泛
q (离)之间的关系

。

关系 2 D 落
。 (离 ) =

ll p n .

n r

D云
。

(重)
,

其中
n r = n p + n q

证 用方差分析的知识来证
,

把 G
,

分成 G
p
和 G 。

两类
, S

r

是总离差平方和
, S p + 5 .

是

类内离差平方和
,

于是 S
:
一 S p 一 S

;

就是类间离差平方和
,

有

D 二
。 (离 ) = S

r
一 S

, 一 S
。 = n p (与 一 X

r

)
‘( X , 一 X

r

) + n 。 ( X
。一 X

r

) 声( X 。一 X
, )

-

利用

X
:

n ,
X

, + n o
X

。

ll I
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得

瓦
一了

r =

少
一 (又

一
瓦)

,

瓦
一又

r = 一 卫七(又
一
瓦)

代入上式 , 翎」得

D含
。
(离 ) = n p ·

粤 (瓦
n 一 r

n
荟 一 X

。
)
产
(X

p 一 X
q
) + n 。 .

含
‘瓦

一

励 “瓦一瓦’

由关系 2 可知
,

样品的个数
。

当 n ,

固定时
,

一黔
一
‘瓦

一

面
’
(瓦

一

瓦 , = n

户赊
‘重)

。

D 若
。
(离) 不仅反映戈

p

骊
。

之间的几何距离
,

并且还反映 G
p
·

和 G
。

所含

由

n p
n

.

n r

n Z ,
一 (n p 一 n 。

)2

4 n r

可知
,

n 砂 n . 更七 l

一

—
怜且 I n

n r

p 一 n 。

l减小而增大
,

并且在

n p 一 n 。

一 {
n r

为偶数 ,

n ,

为奇数

时达到最大值
。

当 n ,

固定时
,

由

n p n q

n r

刁 六
.

飞

1 、 气

可知
, 一

竿
随

n · 增大而增大
。

n p

‘丝见一 + 1

n .

从而
,

、

在聚类过程中
, 旦

p
旦,

n r

一

能使各类包含样品的个数都不过分地多
,

起了匀分的作用
。

在 [ 3〕中
,

把

其它距离上去
。

n p n .

n r 看作对 D 落
。
(重)的加权

,

并指出
,

这个权可以推广到 类与类 之间的

我们对 D 活
。

(平) 加 上权
只

p
旦

,

n r

D 后
。
(l) =

三了

丝p旦旦

月 r

D若
。
(平) = 云 d , : 二

X i任G
p

X i任G
。

在类平均法的递推公式

k . (平 )D一
qrnn

D Zk r

(平) = 匕 D Z kP (平) +

两边乘以
n kn r

ll k + n r 有
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n kn r

ll k + fi r
D Z k ,

(平) =
n k + n p

fl k + ll r

n kfl p

n k + n p
D 之、。 (

一

平) +
n k + n 。

n k + n r

11 kn q

n k + n q
D Z k。 (平)

,

即得递推公式

D Z k :

(1 ) =
n k + n p

fl k + n 「
D Z k p (1 ) +

n 卜 + n q

n k + n r
D Z‘。 (l)

.

、

它比离差平方和法的递推公式简单
。

女口果对 D ;
。
(平 ) 力口上权

一

才;
一 ,

D云
。
(2 ) = D合

。
(平 ) =

n ‘, fl q n r
乙 d

Z : J ,

X
;
任G

。

X i〔G
。

‘

把类平均法的递推公式改写成

‘n k + n r

, D Z k 【‘2 , =

又)
·

‘n 、+ n p
, D Zk p

‘2 , +

又{
·

‘n k + n q
) D Z、。 ‘2 ,

,

则得递推公式

_ ~ n n

D
‘ k r

(2 ) = 一
一 ( 一 ,

n r 默于D ‘
。
‘2卜 只{

n k + n .

.

—
一

-

—
fl k + n :

D Z k。 (2 )
。

这里
,

权贵
促进聚成大类

,

起着不均分的作用
。

一
. 、 ,

_
_

,

_
。 ,

一
_

一_ 一
_ , _ 、

.

⋯
_

1

同样
, 口J对 U ;

。L里 )丰日口吞
。吸禺 )刀日上权

n r

最后
,

作为关系 2 的应用
,

我们给 出离差平方和法的递推公式的一个简单证法
。

在重心

法的递推公式

D Z、 ,

(重 )
=

乃
p 一

D ”k ,
(重)

l l f

+ n q

沙矛 重 ) 一 。

;
’ n

: 姚
q (里 )

两边使用关系 2
,

有

n k + ll r fl p

n r

n k + n p

11 k n r

一 D Z k r

(离 ) =

n kn p
D Z*、,

(离)

n k + n q

11 kfl q

D Z k。 (离 ) 一 I)洽
。
(离 )

,叭一nr+

即得 离差平方和法的递推公式
:

D Zk ,

(离 ) =
11 k + n p

n k + fi r

一 D Z k p
(离 ) +

n k + n q

n k + n r
D Z k。 (离 ) 一

fl k

fl k + n 「
D器

。
(离 )

.

可见
,

比 [ 1〕中的证法简单得多
。
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