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驻 波 实 验 的数 学解 释

尹 伦

(基 础 课 部 )

一
、

引 言

驻波实验非常清 晰地显示了驻波现象
,

具有令人神往的直观效果
。

因此
,

不仅在物理学的

理论中被作为驻波原理的重要例证
,

而且在物理实验中也有一定的实用价值 「’l
。

以前
,

虽然有

了驻波的概念
,

但对驻波实验本身却没有恰当的解释山
,

因而不能说明驻波实验的稳定性
、

波

长与弦长之间的关系以及振幅大小等问题
。

为此
,

本文提出驻波实验的一种数学模型
,

并得

到这个定解问题的稳定解
,

从而比较合理地解释了驻波实验
。

本文所述的方法也可应用于共

振的产生和消除等问题
。

二
、

驻波实验的数学模型
1

.

驻波实验简介 [3l

二二二二〕〕〕〕

驻波实验装置图

如图所示
,

把弦线的一端系在电动音叉叉股末端的细杆上
,

另一端绕过滑轮 P 悬挂上重

量为汁 的物休
。

当重量为 汗的物体保持静止时弦中的张力为 T
,

并且有 ,I’ 二
丫

。

弓玄的振动部

分的
一

长度为l
,

弦的线密度为 p
。

咬的一端 (x 二 0) 保持静止
,

另一端 (x = l) 随音叉端点按规律

刁c os 叫振动
。

。为音叉振动的圆烦率
, 寸为音叉端点振动的振幅

。

一般情况 下
, 刁很小

,

刀 二

x 10
“ Zc m ,

使人的眼咭很难直接觉察音叉的振动
。

当调节弦长l
,

使它等于某些确定的量

悦
,

.

我们就能观察到明 显的稳定的驻波
。

而在其他的情况下
,

则观察不到明显的驻波
,

甚至

有时
’ 、

乎处于静止状态
。
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2
.

驻波实验数学模型的近似解

在驻 波实验中
,

由于振幅比较小
,

定解问题
,

即有界弦的强迫阻尼振 动
。

: u 、, = C Z‘
: 一 2 771 1 1

{ z‘’ , o = 甲1 (x )

( I ) 2‘:

{
, = o 二 印 : (x )

」
。,

: = 。= o

因此可 以把弦的振动的数学模型近似地表示为如下的

0 < x < l
, z> 0

u !
: = , = 月 e o s o t

( 1 )

(2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

~
、 , 、

。
,

_
, ,

一
, _

_ 一 ~ Z T
_ 、,

一 ~ 一
。 , ,

、 _ 、 ‘ 。

~ 二 ‘、
,

n ~
,

~
.

C 为波在弦上传播的速度
,

C 二 、

/
一

止
。

2 : 为阻尼系数伽> o )
, n一般都比较小

,

分则更小
。

v P ‘

由于阻尼的存在
,

(实际的振动系统都存在 摩 擦 阻 力 )
。

初始条件 (2) 及 (3) 引起的有界弦的

振动随着时间的增长而逐渐衰减
,

因而当边界规律 (5) 作用充分长久后
,

初始条件的影响实

际上可 以忽略不计
。

这样
,

我们就可以从定解问题 ( 工 )转化为没有初 始 条 件 的 定 解 问 题

(五) [ 2 1
。

: ‘。, = C 2 2, : :
一 2 : :‘, 0 < x < l

, r> 0

u
!
、 = 。 = 0

u l
: 。 l = 、

理e o s o r

( 6 )

( 7 )

( 8 )

、了、.产、.万呀
.

、.产

亚
百了、

于是定解问题的求解可以大为简化
。

定解问题 (亚 )的解为【“」
。

刀 (x , 一) 二 尸e
月 5 in 无x

5 in k l
e i o t

( 9 )

在 (9) 中方括号内
,

而且

瓮飞毕
·‘“ ’

为复数
它的实部记为 R 。

月 5 in 无x

5 in k l
e : . 毛

锣 (1 0 )
护一产

从 (1 0 )我们有
,

k = a 十 陈 (1 1 )

k 是 一个复数
。

由简单的计算可得

一 合丫少半
一

丛 :
一

了丫
4 ”z

+

而
2一 十

2

(1 2 )

再由
(D

梦
,

入为波长
。

(‘2 , 又可以 写、

2 二 , /
补二

以 二 一入一 丫

In
Z + l

印

2

(1 3 )

由于
刀

切
比较小

.
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2 兀
a 之 一入-

了了一

2 (O - ) (1 4 )十
�1.

了了‘、、

又有

一

少
‘

/还更三叠亘立二全
c v Z

吐n Z

十 一气广
0 一

一 1

2
( 1 5 )

/�
一

了丫。一
c

卜

日二 ( 16 )

我们令

\- ( x ) 二
A s i n k x

5 i n k l
( 1 7 )

由三角函数的尤拉公式
,

可 以把 ( 17 )写为
:

X (x ) =
A ( e k x i 一 e 一 k , ‘) 月 ( 。

Q x j 一日x 一 e 一 a l ‘十 。
x

)
亡k 一 己一 k 1 1 一 亡a l ; 一

日生一 e 一 a l i +
日1 ( 18 )

由于 }团很小
,

上式分子中的
。一 p, ,

沙
‘

及分母中的
e 一

醉 , ‘即 可展开为级数
,

并略去二阶小量
,

则尤 (x )的近似值为
:

X I ( x ) =

把 万
; (x )改写成实部和虚部之和

,

工一( x )

月〔。
“x ‘

( 1 一 px ) 一 。一 a x ‘
( 1 + 日

x )〕
。。“ ( 1 一 日l ) 一

。一 Q , ‘( 1 + 日l)

月 (日
x e o s a x 一 is in a x )

日le o s a l一 is in a l

则

A (日
Z x le o 导a le o s a x + S i n a ls i n a x )

p
Z 12 e o s Z a l + s i n Z a l

+ 1

一

4 (日
x e o s a x s in a l 一 日l

s i n a x e o s a l)

日
2 1“e o s Z a l + s i n “a l

( 1 9 )

于是我们得到近似解

。 , (x
,
r ) = R e 〔X l ( 尤 ) e ‘口 ‘

〕

A (日
Zx le o s a le o s a x + s in a ls i n o x )

一
日

21Z e o s之。 I + s i n Z a l
C O S 0 t

+ ( 一 l )
J (日。 e o s o x s i。 a l一 日l

s i n a x e o s a l)
一

日平而云不万不丽淤
。 l 一

5 I n 田 t ( 2 0 )

近似解 ( 2 0 )满足边界条件
“ : o 二 O

, , , : ) =
一

理e o s。 }
。

3
。

零及近似解

如果取零级近似
,

(已
二 o ) 泣1( 1 3 ) 和 ( 1 5 )得 。 = (。

/
: = 琴 。

我们得丘
,
IJ

{、 1〕1 2丁
x

z, . , ( ;
, , j )

/

2 兀 /

/
.

C O 亏O ) 2 1 )

、曰 〕
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当 5 in 二f
-

铸 O时
,

I 、

(2 1) 式虽然是驻波解
,

且满足边界条件
u : 二 。 = 0 , ,, : 二 一=

一

Je o s o t
。

(2 1 )

式也能说明驻波实验中波节
、

波腹的位置分布以及驻波中各点的周相关系
,

但 (2 1) 式却有两

个问题无法说明
:

_ _
、

.

2 气 l
、

_
,
‘

_ 二 _
一

‘ , _ _
、 ,

卜 , ,

_
_

_
_ .

~
, . ,

入
其一 对于 (2 ‘)式

,

只 要求
S‘n 竺
犷干 O,

就有稳定的驻波
,

即只要弦 长 l井 k
一

才
,

就

能形成驻波
。

但这与实验事实不符合
,

因为实验证明
,

只有当 l调节到适当长度 时
,

才形成

驻波
。

, 二
,

对于 (2 1 ) 式
,

当 、in

华
= 。时

,

驻波的振幅将趋于无穷大
,

即稳定的 驻波并不
升一

’
月 J 、‘ i 产 决、 ’

门 ““ 入 一 v 明 ’

牡伏 曰
二代 阴

” ,

月
“ / LJ 刀

/ 、 ’ “ , “陌‘曰 仙认
/ ’ ‘ ’

-

_
‘ , ‘ , . _ . _ .

入
.

、
_

, . _
.

,
.

_
. 、

_
、 _ .

存在
。

这与实验也不符合
。

(因为当 “ , ” 2 “ 1 / 入 = 。时 l 一 左
‘

2 )o 在买粒中
,

我们
口」以调 节 l’

使 , = 、
.

干
,

这时并没有发现驻波实验的振幅趋向无穷大
。

沐
“ ‘“

2
’ 声

昌
” J / ‘ ’

人
’ J

~ , “~
-

一一 ~
” J

一
‘
用~

’
,

/ “ z 甘 z 、 “

因此
,

零级近似解(2 1 )
,

作为驻波实验问题的解并不是很合适的
。

4
。

一级近似解

如果取近似解 (2 0 ) (即一级近似解 )
,

即与实验相符
。

现分别讨论如下
:

z ) 调节弦长l
,

当 e o s a l = 1时
,

则 s in a l 二 0 ,

代入 (2 0 )
,

我们得到

月 x
.

月
左“ x , ‘) 二

一

飞
一 c o ”以x c o s。‘+ 田

一

S’”“ x s ’”。‘ (2 2 )

(2 2 )也满足边界条件
,

(2 2 )是两项驻波解的叠加
。

刀 x
_ .

1 月 }
. ,

_ _ _
, ,

‘
. ,

。‘

_ _
_

二 _ ‘
, , _ 一

_
.

由于 A 很小 (月 侣 2 x 1 0 一 ‘“m ), 一丁
一

比 }
‘

下了 }小得乡
。

囚此论“) 中阴弟一坝
口J以峪云

,

得到
,

u Z (x , t)澎
~ ~

日石
“’”“ x s‘n o t (2 3 )

(2 3) 正是实验中观察到的最明显的稳定驻波
。

由s in a l = o ,

则

k 兀
a l = k “ , z = 一五 k = 1 , 2 , 3

’

二
‘

”

把 (1 3) 中的
a
代入上式

,

则得到
:

了
1 + 心 z + 4 , : 2

/ 。
2

2

这时
,

弦长l由(2 4 )决定
。

当弦长 l满足 (2 4 )fl寸
,

2) 从 (2 3) 式可以得到驻波的振幅为

;一
、

·

;
孔二 1 , 2 ,

一
(2 4 ,

就有最明几
}
川勺化定的 哟

:

波 形 成
。

(2 5 )
A团

一一

显然 !团 愈小
,

」辰I陷愈大
。

由 (16 )式
,

贝!J
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(2 6 )

亨咬矛
苦�

一C一今
‘

�勺一�

邓果。 = 50 米/秒
,

月 二 Z x l o
一 2厘米

,

l 二 100 厘米
, : 二 1秒

一 ‘从 ( 2 6) 式计算出振幅 R “ 1厘米
。

(2 5 )和 ( 26 ) 表明了音又端点的振幅与弦上驻波振幅之间的关系
。

3 ) 由驻波解 (2 3) 式
,

确定弦上静止点 (波节 ) 位置和振幅最大的点 (波腹)的位置
。

(见图 )

对于静止点有
: ”in a x 二 。

a 刃‘ = k 兀

介

众 = 以 兀 食二 O , 1
,

2 , 3
·

⋯ ”

因为由 ( 13 )

所以
,

静止点的泣置
x 、:

仪 = 绝 /
入 丫

了l + 4 n
丫。

2 + 1

2

k入
x “ 二 一

丁
-

1
魂

阿三旦巨i三卫
v 2

k入

~ 2

相邻两波节之间的距离d :

入1 2
��

1入一2
一一

,反

对于振幅最大的点
, Is in a x,

产州擎卫
= 1 ,

k 二 0 , 1 , 2 ,
·

”
.

”
兀O‘

G 厂 k 二 无兀 +

振幅最大点的位置 x’ k ,

则

x , k
( 2 无+ 1 ) 入

4 /们
一

+ ‘价/ coz
丫

- -
-

一

2

+ 1

( Z k + 1 ) 入

4
k 二 O

,
l

, 2 ,
’ .

” ”

两相邻波腹之间的距离d,

入

一
2

��
, .1

+

(j , = 厂 k , 王一 从
, 二

2

1

叮
‘

l + 4 n “
/ 。

2

2

了�

4 ) 怯接近于加止的倩况 当。os 喇 = 。,
5 1 11 以艺

二 士 1 ,

习
二

是近似解 ( 2 0)

变为

;戈

, ; ; ( ; , 1 ) = 、

is i n ( ; : c o s。卜 邓
x e o s a x 。i n 。 :

, , :
( x , i ) = 一 性5 1: : a : e o s o t 于 了

卫日
二 C o : 。 5 l fl o ) l

( 3 2 a )
,

( 3 2 b )分别对应 犷s in o l =

( 3 2 a ) 及 ( 3 2 b )均 ;l街足 i立叁二茶 {1
,

日{二更小
。

因此
,

我们有

J s i ll 几 l = 一 1
。

J且
_

均为两项驻咬 .
方几加

。

囚为刀很小
,

!日{
x 也很小

,

;1

、 , t } 二 C) ( 3 3 )
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这就是从表观上占
,

弓二几乎处 于静止状态的叮因
。

由 5 1。 a l 二 1
,

可以确定弦处于表观静止状态时的比度 l
。

吓

仪 2 二 瓦兀 十 _

7

二 0
,

1 , 2 , 二

(2 介+ l) 久
一

,

丫
、 / l 十 如丫

(。2

9

(2无+ 1 )少
_ .

之
; 亥 二 ()

,
上

,

2
+ l 王

(3 1)

由此可见
,

当弦 长l满足 (3 4 )时
,

弦儿
一

乎处于静止状态
。

5) 在其他情形下
,

即 当co
s al 瑞 l或

c 。、川 二 O时
,

虽然弦上各点仍有稳定的振功规律
,

如

近似解 (2 0) 所指出的那样
,

但却得不到最明显的稳定的驻波
。

这与我们在实验中观察到的结

果是一致的
。
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