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沦二维圆形重力一表面张力水面发散

波 的 物 理 性 质

蔡 鳃

(物理教研室 )

水 面波图象通常在基本物理教程中广泛用以说明波动 l均原理
,

但要全面论述各种水波的

物理性质是一项颇为艰巨的任务
,

目前的一些有关著作如吴望一《流体力学》
、

盛振邦 《 流体

力学 》 F
·

.S 克劳福德 《 波动学 》 1f[
2

川 等主要介绍了重力平面波的物理性质
,

本文以二维圆

形重力一表面张力发散波为模式作进一步的探讨

一
、

理想流体的模型和水面波的动力学机制

水波的产生是一个复杂的物理过程
,

它既与水的具体性质有关
,

也涉及产生水波的动力

学机制
,

作为实际情况的近似
,

我们可 以忽略一些次要因素而提出如下假设
:

1
.

理想不可压缩流体的无旋运动

理想不可压缩流体的无旋运动
,

其物理性质的数学表述可概括为

V
. 公 = O ( 1 )

其中

便得

V x 夕 = 0 ( 2 )

,
表 示流体质点的 速度矢量

。

由于运动是无旋的
,

因此根据 ( 2) 式可 引入速度势函数 pr ,

一今

V

将 ( 3) 式代入连续性方程 ( 1) 后得到在流场中

△甲 二 0 (拉普拉斯方程 )

= V甲

甲 应满足 的基本方程

( 3 )

2
.

重力一表面张力引起的小振幅 圆形简谐波

从动力学角度考虑
,

在一般情况下
,

水面波是由重力和表面张力共同作为恢复力而产生

的
,

本文以下讨论的就是由此而 引起的小振幅圆形水面简谐发散波
,

当这种波存在时
,

其振

幅与波长相比较是一阶微量
,

这个假定使得在数学处理中有可能忽略一系列高阶微量而得到

有意义的结果
。

本文 1 0 8 6 年 5 月 1 5 日收到
。
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二
、

二维圆形重力一表面张力水面简谐波

的定解问题及发散波解的形式

与石头扔进水池所激起的水面一圈圈逐渐扩展的圆形波纹相比拟
,

这种理想化的水面波

模式的主要物理性质可根据相应定解问题的解得到
,

采用柱坐标系 吸: 、
0

、

幻 进行讨论
,

由对称

性知
,

流场中速度势 甲应与 丹无关
。

为了列出完整的定解条件
,

首先要解决表面张力的贡献问题
。

表面张力是流体表面各微

团之间的相互牵引力
,

由于表面张力的作用
,

便得演体表面就象一张拉紧的膜
,

当波动存在

时
,

波面的曲率便得表面张力的作用贡献一个向下的压力
,

对于小振幅的圆形简谐波
,

如图

l 所示
,

设波面方程为 屯
= E (叻 s

in c(I : 一 。约 ( C为波面质点的垂直位移
, 。 为角频 率

,
k 为

。由。
、

二
。 认 、 、

. 二几 *
, 、 。 二二 a C

, 二 二
: 少 、 , `

、
而 ,

*
二 * * 二二

曰二

二
。 少
二 、 、 , 二

_、 。 共波数 )
,

而张力的铅直分量为 T
。

书洛
~

( T
。

为张力系数 )
,

则当
下
较大时表面张力对向下压力的贡

~ ~
` ” ’ 勺 种

、

~ ~
“ 曰

一
护 J

一~
一 “

O T 一
“

~
砂
价刀 “

、

~
产 ’

~ 司
’

~
了 、 一 J

价 四
J 外 / “ ` ’ J ’

,
’

一
/ 砂

~ 乃

献为

。 , 。 e
Z

之 。
, , 。

厂 o’ 二 1 。 一万万犷 = 上 。 K 一
写

V I

又4 )

图 1 简谐波波面 图

拉格朗 日积分式得到

`
.

、
_ .

_ …
,

d E
_

d
Z
E 二 _

` , 、 , _ 、
_ 二

,

~
,

上式的推导中已将包含
,

箭
一和
荞

一

的项作为高阶微

量略去
。

可 以认为
,

表面张力的影响反映在小振幅波浪

运动自由表面的边界条件上
,

这时
,

在自由表面上

有

压力 p 二 p
。

(大气压力 ) + 几
` ! p

。
+ oT K ,屯 ( 5 )

将 ( 5) 式代入理想流体无旋运动动力学基本方程的

箭
一 + g乙+ P

。
+ T

o

K Z乙

p

柳一
改

其中 p 为水的密度
,

将常数项里
竺一并入
粤

中
,

得到
一

“
一 `

一 `
~ ~

’
一

, ” ”
`

一 ~ p ”
` 、

叙 ”
’ ” 一

`

, 一

— 二 毛_
_

、 一 / T
。
人乙 、

气 g + — 又一
-

J
` 、 F l

( 6 )式 t 偏导
,

可得

( 6 )

a乙
6公

一 1
一 / T

。

K Z 、
吃 g + 一一叹一一 I

\ 尸 ,

0 2甲

日才2

对
`

于小振幅波
,

忽略了高阶微量后近似有

, : 二

器
、

季
,

因此有
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e pr

后牙
`

一 1 0 2甲

/ T
。

K Z \ 0 t2

、 g +
一

二一 ,
、 F ,

综上所述
,

二维圆形重力一表面张力水面简谐波的定解问题概括如下

基本方程
:

1 0 / a甲 、
.

护甲

—
一石,竺屯 T 一万了

,

, 十 一石丁歹
一

二 U
T U T 、 O T / U名 -

( 7 )

边界条件
:
在池壁

0甲
一石二

-

= U
O T

在池底

在自由表面
z = 0 处

, , ` ,

e甲
。

子 二 一 f l 笑 11一只一一 = U
一 0 2

( 8 )

0 2甲一 l d
`

甲
一 / T

。

K Z \ 0 t Z

、 g + — 及
一 )、 、 尸 l

( 9 )柳一加

初始条件
:

在 才二 0 , 之 二 O时

” , 、

0甲
甲 = 刀 、 T少,

.

厄厄一 = T 、 I
一

少

由于我们感兴趣的是发散波解的形式所体现的波浪运动的物理特性
,

因此求解过程不必

涉及初始条件的具体形式和池壁的影响
。

设 rp 具有分离形式的特解

甲 = T ( t ) R (
犷 ) Z (

之 ) ( 1 0 )

将 ( 1 0 )式代入边界条件 ( 9) 式后分离变量
,

得
: 二 O时 T 扩 + 0 2 T = 0 (。 为常数 )

解得 T (才) =
A

l e , 。 , + A么e 一 , “ ,

( 1 1 )

再将 ( 1 0 ) 式代入基本方程 ( 7) 式
,

分离得到

I “ “ 一 兀 ’ z “ 0 (K 为常数 )

) 1 d Z d R 、
,

,
, ,

` 一不一 不 火
了

不万产十 几
`
式 = ”

( 1 2 )

( 1 3 )

.
解 ( 1 2 ) ( 1 3 )式

,

分别得到

{
Z ( z ) = B i e ` ’

+ 刀: e 一 k z

R (了 )
= C I H

。
( 1 ) ( K , ) + C : H

。
( 2 ) ( K了 )

( 1 4 )

( 1 5 )

其中万
。 “ ) (无,

)’
、

H
。 “ ) ( k: 、为零阶 H a r k e l 函数

概括 ( 1 1 ) ( 14 ) ( 1 5 )式可得到 甲 的解的形式为

砂
,

e 一 k z哎箫:《 义
,

}
r.``

一一中

保留发散波解 H
。

( ` ) ( K :
)
。一 “̀ ’

或 H
。

(2) ( K : )e ` “ ’ ,

并考虑到在
了
较大 时

,
H ar ke l 函数 有

渐近式川
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、
。

( , ) (、 : ) 澎
、

八寡
- 。 ; `K r一

于 )

y 兀 J、 1

于是得到

, J ,’ _ 、 _ t, _ 、

/ 夕
,

一 tT
、

甲 二 气点 el
、 砚

+ 力 e 一 践 `

) 、 /卜幕二
`

一 c o s L八了一 o t ~ 一 )
V 兀丈、 1 4

( 1 6 )

再将 ( 16 ) 式代入边界条件 (8 )式
,

得到
z = 一 H 时

A 。 一 K H = B e K H

C

2

= A e 一 K H = B e K H ,
则

C

2
e K H

e 一 K H
e

一
2

一一B
{

。 = 。 。 。 s *、 ( : + 二 )
、

/理二
。。 s (、 , 一 。 ,一

二、
V 兀八了 4 /

( 1 7 )

其中 C为常数
,

co
s h为双曲余弦函数

,

己
`

d公公

r. .、J产

l
`

一一一一u留了.. ,.̀百气及柳一
。柳一
az

一一一一专公rt,凡,t根据

在忽略高阶微量后可得到流体质点在水平径向及铅直方向位移
u 、

w 的表达式

。 K
_ _ _ ,

,
, .

二 T 、

/ 2
I 双 = 一 `

—
` U 、 n几 、 刃 宁 月 入 l一

于厂
-

}
。 ’

兰
_ _

口 。 人
_ . ,

二
, . , , 、

/ 2
几 W = 一 七

—
万 l if 叮才、 气万 一 JI J ` 1 es ee es es二二一

0
’

V 兀人 1

三
、

结 论

c o ` ( K卜 。 , 一

省
,

( 1 8 )

5` n 、八了 一 田` 一
万

一

) ( 19 )

上述流体质点速度势及位移的表达式 ( 1 7) ( 18 ) ( 19 )式反映出二维圆形重力一表面张力水

面发散波具有一些独特 的物理性质
。

.

、

一
1
一 二 , 、 1 ~ _ LI , . `

*
、

二

减孤 印邑勺 丫厂万皿止 比地衷刁吠
、 Z 了

在理想的条件下
,

平面波的振幅在传播过程中是保持不变的
,

而 ( 1 8 ) ( 1 9 ) 式表明
,

圆形
. 、

_
. 、 , ,

_
.

_ ~ 一
_ 、 _

一 。
_

,

止 ,

一 1
_

、
_

. : , .t `

一
、 _ 入 、

一
、

J _

~
、

二 一一 一
,

~
,

_ ~ 一
, 、

_

_
二

_
柱面波的振幅随着距离的增大与

一

介
2

成正比地衰减
,

由于波能流密度与振幅平方成正比
,

因
,xl 四认

目 ” 摊
’

旧限侧此
’闪 “ “ ` 曰

八一寸下从山
卜 U吧认

, 队 ’
田

J `认 日 ` “ 山 山汉习 撇
’
r田 一 , / “ ’钱 -JJ 卜U ’

目

此这个结论不难从能量守恒的角度得到解释
。

2
。

流体质点的运动轨迹是顺进椭圆

虽然一般基本物理教程中都 引用水波实验的例子来说明波动原理
,

但是对于水波中质点
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的运动规律却很少触及
,

于是难免有些读者凭着模糊的直觉以为水面波是一种横波
,

它经过

的地方
,

水中质点一定是作上运动的
,

实际上这只是一种误解
。

根据 ( 18 ) ( 19 )两式可知
,

对于给定的流体质点来说
, 下 、 z

为常数
,

它的运动规律可 以

表示为

{
u

(才) 二 干 A
o e o s

( 。 t 一 中)

w (玄) = 士 B o s i n ( 。 t 一 中)

( 2 0 )

( 2 1 )

其中 A。 ·

刀。
为大于零的常数

,

得

从两式中消去 t ,

u Z 侧 2

0zA
+

禹厂 =

这显然是椭圆轨迹方程
,

当水极深时 (即 H , co )
,

容易证明有
。 05 h K ( 之 + H ) “ s i hn K (z + H )

,

因此 A。 = 刀。 ,

这时质点的运动轨迹是圆
,

此外
。

根据 ( 20 ) ( 2 1
.

)两式的符号随 t的变化还可判断出质点沿椭圆运动的绕行方向
,

如图 2

所示
,

假定某时刻有 cot
。 一 中二 0 ,

质点位于 p 。
点 (或 0P

/

点 )
,

经过很短时间后
,

则 叫 一 中> o ,

由 ( 2 0 ) ( 2 1 )式知这时
u

( o , 留 > o (或
。

) o , : 。
< o )

,

质点运动至 P :
点 ( 或 P l `

点 )
,

这表明质点

在作顺进椭圆运动
,

即流体质点的运动方向在波峰处与波前进方 向相同
,

而在波谷处则相反

(图 2 )
。

有趣的是
,

地震学中经常研究的发生在弹性固体表面的瑞利 ( R a y le i g h) 面波中质点的

运动轨迹也是椭圆
,

但只不过是一种方向相反的所谓逆进椭圆
。

3
.

波的振幅在水面以下随深度迅速衰减

无疑
,

水面波不可能仅仅存在于表面这样一个几何面上
,

但是
,

根据 ( 18 ) ( 19 ) 两 式中
e o s h K (

: + 万 )和 s i n h K 。 + H ) 函数的特点可知
,

当 z
< o 时

, u 、
脚 的振幅随深度的增加而

迅速衰减
,

关于深水波的计算表明
,

在水面以下一个波长深度处水质点的振幅已衰减为水面

的 1 / 5 0 0 ,

因此 水面波的确是一种名符其实的
“
面波

” ,

它只局限于水面以下一个不大的表

面层 内
。

应该指出
, u 、

留 的振幅随深度衰减的规律有所不同
,

由于底部边界条件影响
, 留 振幅

衰减的速率更快一些
,

这意味着当深度增加时
,

水质点运动的椭 圆不仅变小
,

而且被压扁
,

当 , 二 一 H 时
,

由于 留 二 O , u 今 0 ,

水滴只沿与底面平行的方向振动 (图 3 )
。

卜
皮前进方向

火火一 / 、 、 必
-

一一
产产

一

吧多一
、

. _ _ _ _

命
- · - -

一一
,,

一目: 卜 ` - - - - · -

一勿
. - -

一 “
一 ““

图 2 流体质点运动轨述示意 图 图 3 波振幅随深度衰减示意 图

4
.

水波的色散关系

最后
,

我们讨论伞波的相速度对波长的依赖关系
。

据波面方程知
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K = 二人-
八

Q = 2兀 V

(入为波长
, v
为波频 )

,

则有

波速 C相 = 入v = 竺
K

( 2 2 )

将速度势 甲 的表达式 ( 1 7 )式代入边条件 (9 )式
,

得

。 2 = :

(
g +

琴 )
T

。
一 K H

( aT
。 、
为双曲正切函数 )代入 ( 2 2) 式

,

有

c 相 二

了(斋洋晋熟)aanT
一

恕井
对于深水波来说

,

H , co 时
,

T
a n、

2兀 H
入 , 1

则有

咖
=

丫器
+ 2九 T。

P入
( 2 3 )

当水极浅时
,

H、 O
2兀 H

_

_ _

一 I
- 一

净 0, 阳 止
2兀 H 2 1t H

。 “ 一
,

一

入 一今 一
下一

-

则有
,

_
_

/了 g 入 2二 T
。

\ 2兀 H
` 线 = 魂了 几

一

乏二厂 + 一 一万瑞不一一 刀一
~

, 可一一 ~

V \ 乙兀 p 八
/ 八

( 2 4 )

( 2 3 ) ( 2 4 ) 两式表明
,

对于二维圆形重力一表面张力水面发散波来说
,

由于表面张力的影

响
,

无论深水波还是浅水 波都是色散的
,

这与重力平面波的性质不同
,

在重力平面波的情况

下
,

深水波是 色散的
,

而浅水波是非色散的
。

还应该指出
,

从 ( 2 3 ) ( 2 4 )式可以看出
,

对于长波来说
,

主要是重力在起作用
,

而对千短

波
,

则表面张力的贡献较大
。
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