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关于 L YA U PN O V’ S定理的不可逆间题

徐宝仁
( 数学教研室 )

在研究力学系统和 自动控制系统时
,

考察系统的稳定性是一个十分重要的问题
。

研究稳

定性的方法一般有两种
:

一种是直接求出解
,

然后研究它
,

即所谓 几只n y H O B 第一方法 ,

另一种办法是构造一个函数 (几只n y H O B 函数 )
,

然后从该函数的一些特性去研 究它
,

即所

谓 月只n y H O B 第二方法 (直接方法 )
。

因为这种方法不需要求出解
,

所以它对一般不能求出

解的表达式的非线性系统是一种很有效的方法
。

几兄n y H O B 第二方法有 四个基本定理川
。

在实际应用中
,

寻求 月只n y H O B 函数是较困难的
。

因此
,

必须研究 月 H n y H O B函数的存

在问题
。

直到 目前为止
,

这个问题还未完全解决
,

是稳定性问题研究方向之一 l2[ 31[
。

要研究

其存在问题
,

首先就要问定理是否可以逆转
,

即定理中的充分条件是否亦必要
,

本文拟举一

反例来论证当系统为自治系统时
,
几只n y H O B第一定理是不可逆转的

。

1 L Y A P U N O VI S定理

设有自治系统

d x / d t = F ( X ) ( 1 )

其中 X =
( x , , x Z , … , x n

)
T

F ( X ) = 〔f l ( x , , x : , … , x
n

)
,

f
Z ( x ; , x : , … , x

。

) …

f
n

( x , , x Z , … , x
。

) 〕 T

F ( O )
= O

且 F ( X )在某区域 G
:

}} X 11( A ( A为一正常数 )内有连续的偏导数
,

因而方程组 ( 1) 由初始条

件 X (t
。

) = X
。

所确定的解在原点的某邻域内存在且唯一
,

显然X = 0是其特解
。

(定义 )如果对任意给定的
。

> O,

存在 从
。 ) > 0 ,

使 当 任一X
。

满足 }} X
。

}1 < 乙时
,

方程

组 ( 1) 的解 X = X ( t , t
。 , x 。

)在区间 t
。

( 才< + co 上有定义
,

并对一切 t ) t
。 。

恒有不等式

}IX ( t ,
t
。 ,

X
。

) {} ( 。

成立
,

则称方程组 ( 1) 的零解 X 二 0 是稳定的
。

研究运动稳定性的 几只n y H O B 第二方法的基本定理有四个
,

这里仅引出 与 本 文有关

的定理 1
。

本文 1 9 8 7 年 3 月 2 5 日收到
。
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(定理1 )如果对于方程组 ( 1)
,

可以找到一个定正 (定负 ) 函数 V ( X )
,

它通过方程组 ( 1) 的

全导数为常负的 (常正的 )或恒等于零
,

则方程组 ( 1) 的零解是稳定的
。

对于给定的自治系统 ( l )
,

若能找到满足定理条件的函数 V ( X ) (月只n y H O B 函数 )
,

由

定理即知其零解 (平衡点 )是稳定的
,

但是
,

定理的条件仅是充分的而非必要的
,

即对于系统

( 1) 若其零解是稳定的
,

但是却未必一定存在满足定理条件 的 几只n y H O B 函 数
,

下面的例

子恰好说明了这一点
,

从而也就论证了对于自治系统而言
,

定理 1 是不可逆转的
。

2 L Y A P U N O V ` S定理的不可逆转问题

考察自治系统

dx `“ , =

{

` “ “ ` =

{

一 万 + x ( x Z+ , 2 ) 5 1
:。 ( 1 /扩牙丁不沪

一

) x2 + , ,斗 0

0 x Z + , 2 二 0

x + , ( x Z + , 2
)

5 i n
( : L/了尸不尹 ) x Z + 夕2斗 0

0 x Z + 夕2 = 0

( 2 )

令

乏3 )

代入 ( 2 )
,

x = Y e o s G
, 岑= Y s i n

o
,

则有

d x / d t = 一 Y 5 10
0 ( d o / d t ) + e o s

o ( d :
/ d t )

d , /d t = 丫 e o s o ( d o / d t ) + s i n
o ( d ,

/ d t )

则有

一 丫 s i n
o ( d o / d t ) + e o s o ( d:

/ d t ) = 一 丫 s i n o + 丫 3 e o s o s i n
( z /丫 )

Y e o s o ( d o / d t ) + s i n o ( d
,

/ d t ) = Y e a s o + Y , s i n o s i n
( 1 / Y )

解得

{
d ,

/ d才= Y 3 , i n ( i / Y )

d o / d君= 1
( 4 )

显然
,

方程组 ( 4) 有特解

I
Y = 1 / ( Z K二 )

0 = t
。

+ t

K = 1 , 2 , 3 , 二
`

又5 )

( 5) 是以 2二 为周期的周期解
,

其轨线为以原点为圆心
,

以 1 / ( Z K们 ( K = 1
,

2
,

3
,

… ) 为 半 径 的

圆
。

当 , , + co 时
,

轨线上的点沿逆时针方向运动
。

下面考察在闭轨线周围其他轨线的性态
,

在相平面上任意作一个以原点为圆心
,

R为半

径的圆
,

考虑通过圆 Y = R 上任一点 ( R
,

0.) 处轨线的走向
。

当 i /〔 ( ZK + i )
二 〕( R = R : ( 1/ ( Z K 二

) ( K =
一

[ , 2 , 3 , … )时
,

由 ( 4 )

d ,
/ d 忿!

: 二 R : = R : 3 s i n
( 1 / R l ) ) 0
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洲 /d 川。 = o
。 =

1> 。

即轨线按逆时针方向从圆
: = R :

内走出圆外
。

当 1 / ( ZK 二
) ( R 二 R Z( 1/ 〔( ZK 一 1 )

二 〕 ( K = 1 , 2 , 3 , … )时
,

由 ( 4 )

d l
/ d t l

, = 丑2 = R 2 3 s i n
( 1 / R Z) < o

洲 d/ lt 卜 。 。

月> 。

即轨线按逆时针方向从圆
1 = R:

外走进圆内
。

考虑由 R : < , < R :
组成的环域 G

。

由方程组 ( 4) 知
,

G内无 ( 4) 的奇点
,

同时在边界
, = lR和

, = R: 上
,

所有轨线均从 G外进入 G内
,

但又不能越 过 闭 轨 线 , = 1 / (2 K幻 ( K = l
,

2
,

3
,

… )
。

因而
,

它们必然是无限地盘旋逼近于闭轨线
: 二 1 / ( ZK幻 ( K = l

,
2

,
3

, … )( 见 图 1 )
,

所 以 ,

方程组 ( 2) 具有一族稳定的极限圈
:

图 1

x Z + 9 2 = : 2 , = 1 / ( ZK “
) K = 1

, 2 , 3 ,

…

因而方程组 <2) 的零解 ( o ,

0) 是稳定的
。

下面论证对于方程组 ( 2) 不存在满足定理 1 条 件 的 月只n y H O B 函数 V (x
,

妇
,

也就是

说
,

对任何定正函数 犷( x , , )( 定负函数 )均不能使 d可 dt 《 0 ( d可由》 O )
。

分两种情形来证明
:

特殊情形
:
设 , = 1 / 2 ( x Z + ; 2 )

d , / d , = x

卜 , + x ( x Z+ , 2
)

5 i n
( 1 /寸了不尹 )〕 + , 〔x + , ( x , + , ,

)
s i n ( 1 /矿分不硒 〕

= ( x Z + , 2
)

Zs i n
( 1 /斌矛干了

.

)

显然
,

当 ( ZK 一 1 ) 二 < 1 /了牙乏下了 < Z K武 K = 1 , 2 , … )时
,

d叮 dt < o

当 Z K “ < l /衬牙耳了
~

< ( ZK + l ) 二 ( K = 1 , 2 , … )时
,

d可 dt > O

即在原点 ( O ,

0) 附近 d可击是变号函数
。
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一般情形
:
设以 x,

妇是一般的定正函数

取初始点 x(
。 , ,

。

) 足够接近于原点
,

且使
s i ll( l/ 寸刃下砰一 ) 二 0

,

则方程组 ( 2) 所对应

的解为圆

x Z + 夕2 = x
o Z + 夕

。 2

令 x
。

= x ( ,
。

)
, ,

。
= , ( ,

。

)
,

显然有

x ( t
。

+ 2 兀 )

y ( t
。

+ 2几 )

x ( t
。

) = x
。

夕( t
。

) = 穿
。

故必存在 T = t
。

+ 2二 > t
。 ,

使
, ( x

。 , y
。

) = ,
( x ( T )

, , ( T ) )
,

但 d , / d t等 0 (否则
, 三 C )

,

故 如 / d t

沿上述积分曲线必定变号
,

即在原点 ( 0 ,

0) 附近变号
,

即得证
。

3 结束语

上面举了个反例从一个侧面论证了 月 只n y H O B 定理中的条件仅 是 充 分的
,

并非 必要

的
。

这是关于 自治系统

d x / dt = F ( X )

的月只n y H O B意义下稳定的第一定理的不可逆的例子
,

由此即知关于自治系统 月只n y H O B

第一定理是不可逆的
。

和上述论证相仿还可论证形如

d x / : : =

{

d , / d , =

{

一 , + x ( x Z + , 2
)

M s i: l ( l /矿牙拜了 )

x + , ( x Z+ , 2 ) M s i n ( 1 /了尸下了)

x Z + 9 2今 0

x Z+ , 2 二 0

x Z + , 2今 0

x Z + , 2 = 0

(其中 M为非负常数 )的自治系统的零解是稳定的
,

但却不存在满足定理条件的 J’I 只n y H O B

函数
。

总之
,

关于自治系统的月只 n y H O B 第一定理是不可逆的
。

〔 1 〕

〔 2 〕

〔 3 〕
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