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关 于 商 高 数

(
n + h )

2一 n Z ,

Zn

(
n + h )

,

(
n + h )

`
+ n Z

李 晓 莲
(签础课部 )

本文解决 了一类商高数 的 J
e s, m a n o w i cz 猜侧

,
即 证 明 下 列定 理

:
设 a =

( n + h ) 2 一 称 2 、

b = 2牡 (” + h )
、

C = (称 + h ) + ” 2 , 此 处 正 整数 ” 、
h 满足 h Z =

2 , “ 一 1
,

则丢番图方程
a ` 十 石, = c’ 仅有正整数解 x 二 万 = 2 二 o2

主题词
:
商高数 , 正整数解 , 奇偶数 , 猜测 , 同余式 ; 模

熟知
,

3
、

4
、
5为一组商高数

, 19 5 6年
,

S i e r p i n s
k i川证明 T 方程 3

’ + 4 , = 5
,

仅有正整数

解 X = Y == Z = 2
。

接着
,

J e s , m a n o w i e z [ 2 ]猜测
:
如果正整数 a 、

b
、 c 、 x 、 百

、
2满足 a Z +

bZ二 c Z ,

护 + b , == c , ,

则必有 x = , = 之 = 2。 同时
,

对正整数 a = 2” + 1 ,

b = 2称 ( 牡 + 1 )
,

C =

2。 ( 旅 +
1)

+ 1 ( , > o )
,

他证明了当 2 ( 。 ( 5时
,

这个猜测成立
。

此后
,

不少数学家对这个

问题作 T 大量工作
,

如见文〔 s ]
一

〔6 〕
。

其中苏联数学家D
e m j

, a n e n k o t, ]于 19 5 5年完全解决 T

商高数为 a = 2旅 + 1
,

b = 2。 ( : + 1 )
, 。 = 2: ( n + i ) + x时的 J

e s ` m a n o w i e z 猜测
。

本文探讨了商高数为

( 称 + h ) 2 一 犯2 , Z n ( 称 + h )
,

( n + h ) 2 + 称 2 ( 1 )

的 J
e s , m a n o w i e z 猜测

,

其中

h Z 二 2犯 2 一 1 ( 2 )

证明了此时这个猜测是正确的
。

由于 h = : = 1 时
,

由 ( i )给出商高数为 3
、

4
、

5
,

即为 S i e r P i n s k i 的结果
,

故下文将 恒

设” > 1
。

引理 设 a = ( n + h ) 2 一 旅 2 , c = ( 称 + h ) 2 + 行 2 ,

这里 ” 、

几均为正整数
,

且满足 h Z == 2九 .

一 1
,

则
a “ 一 1 ( m o d Z n )

, c 三 一 1 ( m o d Z” )
, a Z三 1 ( m o d 2. ( n + h ) )

, c Z兰 1 ( m o d

2” ( 牡 + h ) )

证
:
由式 ( 1 ) 及式 ( 2 ) 有

a = 2九 h + h Z = 2” h + 2称 2一 1 = 2犯 ( 称 + h ) 一 1
,

e 二 2” 2 + 2” h + h Z = 2称 2 + 2称h + 2旅2 一 1 = 2” ( 2” + h ) 一 1 ,

* 文 1 9 8 1年 1 月 2 5 日收到
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因此
, a 三 一 1 ( m o d Z” )

, e 三 一 1 ( m o d Z” )

又有
a Z = ( 2” ( 称 + 几 ) ) 2 一 4犯 ( ” + h ) + 1 = 4” ( 抓 + h ) (称 ( ” + h ) 一 1 ) + 1 ,

c Z = 4九 ( Z n + h ) 〔 n ( Z n + h ) 一 1〕+ 1 = 4 n h ( 2称 + h ) ( ” + h )
·

, 1
,

所以
。 2二 ( m o d Z n ( n + h )

, e Z = 1 ( m o d z n ( ” + h ) )
,

证毕
。

定理 设 a = ( , + h ) 2一 ” , ,

b = 2。 ( 。 + h )
, c = ( : + h ) ’ + n Z ,

委七中正整数 ” 、 人满

足护二 2n
,一 1

,

则方程

a l + 石
, = c `

( 3 )

仅有正整数解 x = , “ ` = .2

证
:
设上述的商高数 a 、

吞
、 :
满足方程 (3 )

,

即有
:

〔 ( n + h ) 2一 ” 2 ]
x

+ 〔2” ( n + 几) 〕, 二 〔 ( ” + h ) 2 + n Z〕` ,

利用关系式 ( 2 )
,

上式可化为

〔Z n ( 摊 + h ) 一 l 〕,
+ [ 2” ( ” + h ) 〕, = 〔2拄 ( 2九 + h ) 一 1〕`

( 4 )

对式 ( 4) 取 2。为模
,
得到

( 一 1 )
工
三 ( 一 1 )

,

( m o
d 3朴 ) ( 5 )

因 n > 1 ,

故由式 ( 5 ) 知
,

数 扒 : 具有相同的奇偶性 ( 称 = l时
, x

、
z 的 奇偶性可不同 ) 若

x 、 : 同为奇数
,

则对式 ( 4 ) 取 2: ( : + h ) 为模
,

由引理得到

一 1三 2 ” ( 2” + h ) 一 1 ( m o d Z 牡 ( 2” + h ) ) ,

即 2牡〔犯 + ( n + h ) 〕“ 0 ( m o d Z” ( ” + h ) )
,

故有 2价 “ o ( m o d Z n ( n + h ) )
,

因此
, n = o ( m o

d ( n + h ) ) ,
而h> 1

,

故此显

然为不可能
,

从而
, x

、
言必同为偶数

。

命 x == Zx : , 之 = 2之 : , x : 、

lz 为正整数
,

以此代入式 ( 4) 得到

〔Z n ( 摊 + h ) ) , = { [ 2。 ( 2作 + h ) 一 1〕, ’ + 〔2称 ( 称 + h ) 一 1` 1

} } [ Z n ( 2 ” + h ) 一 1〕` 1

一 〔2 ” ( ” + h ) 一 1〕“ } ( 6 )

现分君 : 二 0 ( m o d Z ) 与之: “ 1 ( m o d Z ) 两种情形讨论
。

( I )若
z : 注 。 ( m o d Z )

,

设 A = 〔2牡 ( 2” + h ) 一 1〕
, ` ,

B = [ 2犯 ( n + h ) 一 1〕`
, ,
则

由引理可得

A + B二 1 + ( 一 1 )
x `

( m o d Z拄 ( 称 + h ) ) ( 7 )

A 一 B三 1 一 ( 一 1 )
x `

( m o d Z称 ( ” + h ) ) ( 8 )

( i ) 当 x : 二 1 ( m o
d Z ) 时

,

由式 ( 7 )与 ( 8 )得

A + B “ 0 ( m o d Z” ( 犯 + h ) )
,

A 一刀三 2 ( m o d Z林 ( ” + h ) ) ,
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,

( n + 五) 2 + n Z
103

因为C = a + 2矛
,

故 ( c , a ) = ( 2 0 2 , a ) = 1
,

由此容器推出 ( A
,

B ) = ( e . ` , 护 i ) 二 1 ,

又因A + B
、

A 一 B均为偶数
,

故由 ( A
,

B ) 二 1
,

易得 ( A + B
,

A 一 B ) = 2 ,
由 ( 6 )

、

( 7 )
、

( 8 )可得

A + B = Z y 一 1 〔n ( ” + h ) 〕, ( 9 )

A 一 B = 2 ( 1 0 )

将 ( 9 )
、

( 1 0 )两式相加得

2 〔2” ( 2九 + h ) 一 1〕, 1 = 2 1 一 ,〔称 ( 犯 + h ) 」1 + z
,

即

〔2” ( Z n + h ) 一 1」, 1 = Z y一 2〔. ( ” + h )〕, + 1
。

令 之 , 二 2r
, r为正整数

,

则

{〔Z n ( Z n + h ) 一 1 2
}
’ = 〔4: 2

( Z
n + h )

“ 一 4 n ( Z n + h ) + 1〕
r

二 { 4。 ( Z n + h )〔n ( 2。 + h ) 一 l 〕+ z }
’ = 〔4。 ( 2 , + h ) ( 2 n 2一 i + n h ) + 1〕`

= [ 么” ( 2九 + h ) h (” + h ) + 1〕, “ 1 ( m o d 4 ”儿( n + h ) ( Z n + h ) ) ,

且p

Z r 一 2〔牡 (花 + 无)〕,二 o ( m o d 4” h( 拄 + h ) ( 2招 + 丙) ) ( 1 1 )

若 h ( 2: + h ) 12 , 一 2〔n (。 + 无)〕y ,

则 无】21 一 2 〔。 ( : + h )〕,三 2 , 一 2 称 2 , ( m o
d h ) ,

即 h ! Z r一 2 , Zr -

但因护 = 2矛一 1
,

h为大于 1的奇数
,

且易知 ( , ,

h) = 1
,

故知 h不能整除 2 , “ 2矛 y ,
这个矛盾说

明了h ( 2” + h )不能整除 2 , 一 “ 〔: ( n + h )〕y ,

这说明式 ( 1 1 )为不可能
。

( 11 ) 当 x : 二 0 ( m o d Z )时
,

同理有

A + B三 2 ( m o d Z九 (犯 + h ) )
,

A 一 B笙 0 ( m o d Z旅 ( 称 + h ) )
,

故由式 ( 6) 易得

A + B = 2 ( 1 2 )

A 一 B = 2 , 一 l〔n ( 佗 + h ) 〕, ( 1 3 )

显然
,

上述两式不能同时成立
。

( 亚 ) 若之 i二 z ( m o d Z )
,

则由引理有

A + B 三 2价 一 1 + ( 一 1 )
x l ( m o d Z” (” + h ) ) ( 1 4 )

A 一 B = 2九2 一 1 一 ( 一 1 )
, l ( m o d Z称(犯 + 旅 ) ) ( 15 )

( i ) 当 x i二 o ( m o d Z )时
,

上述两式化为

A + B三 2招 2 ( m o d Z牡 (
牡 + h ) ) ( 1 6 )

A 一 B三 2 ( ”
2一 1 ) ( m o d Z牡 (

n + h ) ) ( 1 7 )

山上述讨论及关系式 ( 2 )知 h为奇数
,

设 h = Zk + 1 ,

则 n Z二 ( h
Z + 1 ) / 2 = 2 k

2 + Zk + 1 = Zk ( k
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+ 1 ) + 一为奇数
,

故得

称三 1 ( m o d Z )
o

因为 (称 ,
h ) = 1 ,

故由式 ( 6 )
、

( 1 6 )
、

( 1 7 )知

A + B = 2价

A 一 B == Z y一 l (称 + h )
,

若 g = 1 ,
将 ( 1 8 )

、

( 19 )两式相加得
:

[ 2” ( 2” + h ) 一 1 ]
, ` = ( n + h ) / 2 + 称 < 2称 ( 2: + h ) 一 1

因此
, 言 , < 1 ,

此与介为正整数矛盾
,
故必 g > 1

,

此时
,
由于

之一 1 (称 + h ) y> Z n ,

A + B > A 一 B

显然
,

式 ( 1 8 )
、

( 1 9 )不可能成立
。

( 11) 当 x l二 i ( m o d Z )时
,

N1J 式 ( 1 4 )
、

( 1 5 )化为

( 1 8 )

( 1 9 )

A + B三加
2一 2

A 一 B兰 2称2

由情形 ( i) 的讨论可知

A + B = 2 , 一 l (” + h ) r

A一刀 = 2价

因为

( m o d Z” ( 称 + h ) )
,

( m o d Z称 (” + 几) )
。

( 2 0 )

( 2 1 )

Z n ( Zn + h ) 一 1 = C
,

2 ” (” + h ) 一 1 = a ,

故式 ( 2 0 )与 ( 2 1 )可化为

e ` 1 + 护 1 = 2 , 一 1
(” + h )

,

c t l 一 砂 l = 2” y

( 2 2 )

( 2 3 )

若 . 二 0 ( m o d Z )
,

由式 ( 2 2 )
、

( 2 3 )可得

C
, 1 = Z y 一 2 (牡 + 人) , + ” ,

ax
l = Zy 一 2 (拄 + h )

, 一 介,

( 2 4 )

( 2 5 )

由 , “ o ( m o d Z )可设 g == 2甘: ,
又 x : 二 i ( m o d Z )设可 x : = 2 x 2斗 z

,

则由式 ( 2 5 )得

以 ” + h ) 2 一 ” `」2 1 2+ 1

因称是奇数
,

且
一

( ”
,

h) = 1 ,

所以

= 〔2 ,一 l (称 + h ) y l + ” y l〕〔2 , l 一 1 (称 + h ) y

卜 淤 l

( 2 , 1一 1
( 称 + h )

, , , ” y l
) 二 i ,

于是 ( 2 , : 一 1 ( ” + h ) , 一+ 称y l , 2 ,一 i

伽 + h) , ` 一 : , , ) = 1 ,
由此即得

2 , l 一 1 (称 + h )
, i + 解一 == “ 趾 2牵 1 , Z y x一 1

(” + h )
y : 一 价一 = , 2 , 2+ 1 ,

. , = (称 + h ) 2一矛
,

( . , , ) == 1
,

因为 : 2̀ 2+ ’ = 2 , : 一 ’ (。 + h )
, : + : y i > Z y厂: ( n + h ) , : 一护 : == , 2 , 2+ l
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Z n ( n + h )
,

( n + h ) 2 + n Z 1 0 5

故 “ > , ,
又

u 、 v均为奇数
,

所以 “ ) , + 2
,

又 u Z̀ 2+ ’ + , 2 t 2+ ’ = 2 , : ( : + h ) , l , u Z̀ 2+ ` 一 , 2 , 2+ ’ =

2价 , ,

由 Zy ,下 , = 2 , : 一 ’ 2: , , ,

即得

“ 2’ 2+ l + , 2t 2+ 1 = 2, l (旅 + h ) , , > 2 , 一下 l = 2 , , 一 l ( . 21 2+ l 一 , 2̀ 2+ l )
,

所以

( 2 , x一 1 + x ) v Z, 2牛 1> ( 2 , x一 1一 1 ) u Z工 Z+ 1 ) ( 2 ,一 1一 1 ) ( , + 2 ) 2x 2+ l

= ( 2
, l 一 l 一 i ) v既 2 + t + 2 ( 2 , l一 1 ) ( Zx : + i ) ,既 2 +

化简得
, > ( 2 , 一1一 1 ) ( 2 x 2 + 1 ) + … 》 2 , z一 1

( 2 6 )

另一方面
,

由式 ( 2 5 )及 ( n + h )
2三 牡 2 ( m o d ( (犯 + h )

2 一 n Z ) ) 可得

[ ( ” + h )
2 一 称 2」2 1 2+ 1 = 2 2 ,一2 (九 + h ) 2 , 1一 ” Zy l ,

再由

( 2 2 , l 一 2一 1 ) ( ” + h ) 2, x ( m o d ( ( ” + h ) 2一 称2
) )及` , = (” + h )

2一 ” 2
得

:

( 2 2’ z一 2一 1 ) (犯 + h ) Zy一三 0 ( m o
d u护 )

。

因为 (”
,

h ) = 1 ,
故

( u , , 牡 + h ) == ( ( 称 + h )
2 一 ” 2 , n + h ) = ( 牡 2 , 称 + h ) = 1 ,

由此
,

2 2 ( , : 一 , )一 1兰 0 ( m o d u v )
。

故当梦
: > 1时

, “ , 提 2 2 (,
一 ’ ) 一 1

,

但因u ) v + 2 ,

故得 , 2提 2 2 (,厂 ’ ) 一 i ,

从而 , ( 2 y l一 ’ ,

这与式 ( 2 6 )矛盾
。

于是 y : == i ,

由此 , = 2 ,

以此代入式 ( 2 4 )及 ( 2 5 )立得
:

c ` 1 = e 一 护 l = a ,

因此
, x : = 之 ; = 1

,

从而 x = 梦 = 才 = 2

若 . 二 1 ( m o d Z )
,

令之 1 = 2论+ 1 , x : = 2 1 + i
,

则由引理知

A = C
, 1 = ( C

Z
)

kC二 C = 2” 〔牡 + (牡 + h ) 〕一 1

= ( 2 ” 2一 1 ) + 2称 (” + h ) 二 2牡 2一 1 ( m o d Z (牡 + h ) )
,

B = a , l = ( a Z ) , a 二 a = 2件 (
” + h ) 一 1

.

三 一 1 ( m o d Z (” + h ) )
,

故由式 ( 2 0 )与 ( 2 1 )得到

Z r 一 王
(
” + h )

,毛 2 (牡 2一 1 ) ( m o d Z (” + h ) ) ( 2 7 )

2价兰 2称 2 ( m o d Z (牡 + h ) ) ( 2 8 )

由式 ( 2 7 )得
” 2“ i ( m o d ( : + h ) )

,

代入式 ( 2 8 )得价二 i ( m o d ( 旅 + h ) )
。

若 , = i ,

则 , 二 1 ( m o d (称 + h ) )此显然不可能
。

故必有 , > 1
,

此时
,

由价兰 1三 ” 2 ( m o d

( 。 + 人) ) 可知
, 。 + h l价 一 : 2 ,

即” + h l
o Z

(解
一 2 一 1 )

,

因 (
, , : + h ) = 1

、

故有 。 + h l
: y一 2 一 1 ,

所以
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” , 一 2主 1三 犯 2 ( m o d (称 + 无) )

如此总可经有限次 (设为k次 )手续
,

使夕一 2k = 1
。

因此
,

犯 = 犯 r一 2*三 n Z ( m o d ( 称 + h ) )
,

即 。 + h . n ( , 一 1 )
,

因 ( , , 。 + h ) = i ,

故
n + 儿[

。 一 z ,

即 : 三 1 ( m o d ( ” + h ) )
,

此不可能
。

故知夕兰 1 ( m o d Z )时为不可能
。

综上所述
,

仅当 x 二 g = : 二 2时等式at + 沙 二 ` ,

才成立
。

证毕
。
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