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代表点与总体之间的统计关系
昌韵荣麟费堪

摘要 本文研 究 T 代表点与总体之间的统计关 系以及损 失函数 的某些性质
。

关键词 总体 ; 代表点 , 损 失函数 , 统计关系

0 引 言

文〔 1一 3」研究了在连续型总休中如何选取代表点的问题
,

即从总体 X 选取
。
个 代 表点

xn l’ xn 2’ …
,

xn
n ,

使损失函数

1 f
` 叹xl

,

xz,
” ” xn ) = 西灭

一

J

+ OO 杭 f n
( x一 x ; ) 2甲 (x ) d x

_ co l〔 f ( 扩

在 坑 : ,

xn Z , … ,

丸
。

取得最小值
,

其中甲 ( x) 是X 的密度函数
,

D X是X的方差
。

记

X
o l -

劣
n i ,

兮

劣
n n ,

x ( (劣
。

, + x
n Z) / 2 ,

( x 。 , ;一 : + x
。 ; ) / 2 ( x 蕊 ( x

。 ; + :
。 , ;十 :

) / 2 ( i = 2
,
3

,

一
, : 一 z ) ,

( x
。 , 。 一 , + x

n n

) / 2 ( x ,

了.,、口几

一一
、 .矛

X
r、

n

才.户

则 X
。

= f
。

( X )的概率分布为

P {Xn == 几 ;
} = P

n ; ( i = 1 , 。 ,

…
, ,

)

r ( x
。 : + :

。 2 ) / 2

乡
· , 一

J
_ co , (

x
) d x ,

( x
。 ` + x

n , ,十 1
) / 2

( x
n , 、 , : + x 。 , ) / 2

甲 ( x ) d x ( i = 2 ,
3

,

…
, ” 一 1 )

,

.

I
J

一一口公
`

,一 I
+ CO

`

甲 x( d) .x

( xn
, 。 一 , + 肠

。

) / 2

本文研究代表点 X
。

与总体X 之间的统计关系以及损失函数 L ( x
。 1 ,

xn
Z ,

,’f ,九 n) 的某 些性

中
·

。

其质

1 损失函数的性质

定理 i L (xn
+ : , : , x 。 + ; , 2 , … , x “ : , n , 1) ( L行

。 1 , x o Z , 、 二 , xt
: 。

)
。

本文 l奋9 0年 2月 9 日收口
-



第 1 期 费荣 昌
:

、

代表点与总体之间的统计关 系 7 9

证 因

L ( x n l , x
o Z ,

…
, x

n 。

) 一 L (肠 l , 劣
n Z ,

…
, x

n 。 ,

局
。

+ 1 )

二

命 J

·

命 J

+ C O

[ ( x 一 劣
。 。

)
2 一 ( x ` x

n。
一 1 ) 2 ]中 ( x ) d x

x
。 。

+ 于

+ 0 0

( x 一 x
n。
一 专 ) (p ( x ) d x ) 0

,

x
。 。

+ 专

而

即证
。

定理 2

证 因

L ( x
n + 1 , 1 , x

· + r , 2 , ” 。 , x
· + l , · + ; ) 提 L (x 一

, x
· 2 ,

· ` ·
, x 二 , x二 + 1 )

,

0 ( L ( x
n l , x

o Z , … , x
n。

)提 1
。

1 r
乙 、 x , ’ 一万 r J

+ (: O

( x 一 劣 l
)

2甲 ( x ) d x

~
(二O

当 x1 = EX 时取得最小值
,
所以 x1 : = EX

,

并且 (L xl :
) = 1

。

再由定理 1 即证
。

定理 3 L ( x
n : , x

o Z , …
, x

n。

) ~ O (
” ” co )

。

证 对
e ,

取

二 ; = { 2 ( ,一

[卫笋〕)
一 1 }
了
』
等` (` = 1

, 2 ,

…
, ·

)
,

有

L ( x 一, x Z , … , x
。

)

= 一 1分「f
D X .LJ

(劣
: + x Z

) / 2

一 C O

( : 一 二 : ) 2甲 ( x ) d二 十

艺 {
1 . 2

` ~

( x ; + x ;十 : ) / 2

( x 一 劣 ,
)

2甲 ( x ) d x

( x 卜 : + x ;
) / 2

+ C, O

(男
n 一 ; + x

。

) / 2

(二 一 x
。

)
2甲 ( x ) d x

〕l
.

+

而 { `
x : 十 ` 2

, / 2 、二 一 劣
:
)

2。 ( x ) d x 、
`

里召二 {`
x l + ” , / 2 。 ( x ) d x ,

J
_ _

_

口
_

,

X 玉 ”
- 一

万 1

{
( x ; + x ; + : ) / 2

( x 卜 : + x :
) / 2

_

e D X r

`义 一 劣 ` )
` 甲 (尤 ) “ 劣簇 - 万一 J

( x ; + x ; , : ) / 2

中 ( x ) d x ( i 二 2
,
3

,

…
, ” 一 1 )

,

( x i一 l + x , ) / 2

I

因 D X存在
,

X a

( x
n 一 : + x

。

) / 2

对
e ,

有M ,

(二 一 、 )
2。 (二 ) d二、

半 J

当 x 。

> M (这时x : ( 一 M )
,

(丸
一 : + x

。

) / 2

即

甲 (x ) d x ,



8 0 无 锡 轻 工 业 学 院 学 报 第1 0卷

。

>M了轰粉
十 2 时

,

丁
+ O二,

( x 一 EX ) 2中 (r x ) d x <
e D X

3 , 丁
一 心) )

( x 一 E X ) 2甲 ( x ) d x <

e D X

3

又 当xn > } EX }(这时 x l < 一 } E X })
,

即

.

一一 尹 3
儿户 l七川 V 万万万

~
十 乙

阶

+ ( 幻

xn从
I ( x 一 xn ) 2中 (

x ) d x <

+ 0 0

( x 一 EX )
2甲 (劣 ) d x ,

{
一 0 0

( : 一 劣 , ) 2 , ( x ) d x <

丁

n` .几XX

( x 一 EX ) 2甲 ( x ) d x
.

一 0 0

于是
,

对
e ,

取

、

“

一 {l
“
了

一

疙份
+

、

2

}
,

【}
: 二 }
了
落
召了

+ `

}}
当” > N 时

,

L ( xl
,

幻
,

…
, x

。

)

<

剑?coJ
`一XE ,

2· `dx) 二半冷
`dx) 二 I

<

责 (半
+

半
+

攀 )
= 气

+ 0 6

`x 一 “ X ,’ 。 ` x , d x

l

而

0 ( L ( x
n l , x

o Z ,

…
, x

。 。

) 蕊 L ( x l ,

赴
, … , x

。

)
,

所以

L ( x
。 l , x

o Z ,

…
, x

n 。

) , 0 (元, co )
。

2 X n与 X之间的统计关系

L ( x
: , x : , … , x n

)在
x 。 : , x

。 : , … , x
。 。

取得最小值
, x

。 : , x
。 : , … , x : 。

必满足

a L
_

a L
_

a L
丫石二一一 二 U

,
下二:一 二 U

。 ,

二 ,
.

下二一 = O
,

U万盆
一

O汤 2
’ 一

0 不 ,

即 {
( x

。 : + x
n Z ) / 2

x 甲 ( x ) d x = x
。 一

P
。 l ,

一 CX〕

J
( x

。 ; + x
。 , ; , ; ) / 2

.

劣甲 ( x ) d x = 二
。 s

P
。 ; ( i = 2 , 3 ,

…
, ” 一 1 )

,
( 1 )

(x
。 , 卜 : + x

。 :
) / 2



{
十 0 0

一公甲又劣 ) d %共x 。 。

夕
, 二·

(丸
, 。 一 : + 二

n n

) / 2

定理 4 EX
。 == 万X , 万X

o Z = 五X X
: ,

一般 E X户= 刀
XX 产

一`
仗 ` 一 1, 今…

证 EX X
n k一 , = EX 〔f

。

(’ X )〕卜 , = {
+ C o

一

x〔几(幻〕卜`中 (劣 d) x

( x
。
:

+x 动邝
: xn 产` ( : ) d洲

-

“
一 ,

刃执 艺

(子一
+

一
) / ;

: :
。

, : !

市之X , d·

(戈
。 , ;一 : + x 。 ;

) / 2

r..认」

一一

+ C O

x 万
n nk 一 1甲 (劣 ) d x ,

( x
。 , 。 , :

.

+ x
n 。

) / 2

8
产l̀tJ

一十

由 ( 1 ) ,

E X X
n` 一 l = 叉

工` L抓汗 E X户
。

名` 1

定理 乓:一 x
、 三仁1一毛(丸 , ,

xn Z ,
· ’ ` ,

丸
·

)〕D X
、

·

证 L (苏
。 1 , x

: : 2 ,

… , 劣
n 。

) D X

舟

l
`

曰艺妙( x
· 1 + x 一 ) / 2 ( x

’

一 二 n ;
)一甲 ( x ) d x +

~ ( ) O

+ C O

( x 。 王+ x

一
, ) / 2 ( : 二

二
。 ; ) , , ( : ) d`

(义
。 , ;一 : +

.

x
n i ) / 2

,

一
:

·

认、

(工一 与n) 2甲 (劝 d 劣

( x 。 , n一 : + 二
n。

) / 2

+ C O

厂、吸J r

l
.

=十
、

〔x 一 f
。

( x ) 〕2甲 ( x ) d x = 五〔X 一 f
。

( X )〕2 = E ( X 一 X
。

)
2 , ( 2 )

~ C发) 六

rl
J

=

由定理 4,
/

一 、

L ( x
。 一, x

。 2 , …
, 劣

。 。

) D欠 = 万x ` + 五几
, 一 2万x x

,
-

EX Z + EX产一 ZE X产 = EX Z 一 E X nz

[ EX Z 一 ( E X )
2 ] 一 〔EX

o Z一 ( E X
。

) 2〕 = D X 一 D X
。 :
即证

。

~
.

` , 气

一
, 衬 `

之
一

卜
户

. .

-

由定理1 、 3和 5可知

D欠
。

提D Xn
* 1 ,

D Xn 今D x ( ” ` 玩 )
.

定理 已
·

丫x
,

瓦

证 由定理 4,

一仁
·
i 一工 ( x

。 i ;
一

x
。 2 , … ,戈

n。
) 〕于

e o v ( X
,
X

。

) = E
灯孟̀ 五x 万丸

= 丑x
o Z ` ( EX

。

) 2 = 刃X
。 ,

由定理 5,



无 姆 轻 工
一

业 学 院 学 报 第1 0落

丫x
, :

。 ·

溃瓮黔
二

了盔
= 〔卜价

。
: ,

xn Z ,

…
,

二
。

)〕`
.

由定理 l
、

3和 6可知

场
, x

。

( 丫x
,

xn
十 1 ,

坛`x
。

~ 1( ~ OO )
.

定理 7 E ( X
。

IX = x ) = f
n

( x ) , E ( X IX
。

= ` ; ) = 几 ; ( f = 任
,

_

2 ,

…
, , )

。

证 前式是显然的
,

今证后式
。

当 i = 2
,
3

,

…
, ” 一 1时

,

因
一

在条件X
。

= x
。 、
下

,
X 的条件分布函数为

F ( x
l石

; ) == P {X ( x IX
。 = 劣

。 ;
}

_
旦工自生工迁鱼1

一 少 {Xn 二 xn ;
}

1 ~
, _ .

= 卜万一一厂 i 入 < X
。

F
n i

丸
, i一 + 劣

。 宜

2 x<
、 塑土宁通 }

二 、 丛帐毕
吐 ;

甲 ( x ) d x ,

(几
, 卜 : + 九 ; ) / 2

xn
, 卜 1 + xn

l

2

_

恙盆+ 尤
。 。

卜 ,

< x 乓
一 。 - - - .

` ,

丛号必
l < x,

, .

I
J,

nù一
.,̀上

.̀几一.飞l一公
`

/
.

lwe
.

eswe
J

.

、

lwees
.

es
、 ,

一一

于是在条件X
。

= 凡 。
下

,
X 的条件密度函数为

甲 ( x ) 凡
,
卜 l + x

。 ;

一 , - 一
_、 _ J 乡

。 . ’
2

甲 ( x !几 `) == 亏
、

0
,

就有

< x 续玉丝乒
全丝生

:

` 少

其它
,

E ( X IX
。

= 几 ;
) =

r + co
, . 、 ,

l x rp ` xI 粉 a) x 二

-
一 《沐 〕

I
( xn , + 丸 , , + : ) / 2

劣

( x
。 , 卜 ; + xn

一

, ) / 2

中 ( x )

乡
。 i

d x = x
。 i 。

同理可证

E ( X l凡 = x 。

f )
= 几 : , E ( X IX

。 = 几
。

) = xn
。 。

由定理 7 可知x
。

关于 x 的回归是 x 一凡 平面上方程为几 = 几( x) 的阶梯曲线
,
而 x 关于 .X

的回归是` 一 “ 平面上坐标为你
· ` ,

“ ,
,

, ` · ` , “ , ,

一
”
的点组成的卓集

定理 8 设X的分布函数为F ( x)
,

X
,
的分布函数为nF ( x)

,

则F
。

( x)
一

, F x( ) (牡 , co )
。

证 由 (幻和定理 3,

·

E ( X
。
一 X )

2 = L ( x
o l , x

o Z ,

…
, x 。 。

) D X ” 0 ( n ` co )
,

即X
。

均方收敛于X ,
从而X

。

依分布收敛于X ` 5 ’ 。



第 1期 费荣昌
: 代表点与总体之间的统计关系

参 考 文 献

方开泰
,

贺曙东
.

在正态总体中如何选择给定数目的代表点的问 题
.

应 用 数 学 学 报
,

1 9 8 4 , 3

张立民
。

如何在母体中选取给定数目的代表点问题
.

数理统计与应用概率
,

i9 8’7 , 2

费荣昌
.

在 P e a r s o n
分布族总体户选取代表点的问题

.

无锡轻工业学院学报
,

19 9 0 , 1
.

费史
.

概率论及数理统计
.

上海科学技术出版社
, 1 9 6 2

复旦大学
.

概率论 第一册
。

人民教育出版社
, 197 9

S t a t i s t i e a l R e l a t i o n s h ip B e tw e e n th e R e p r e s e n t a t i v e

P o i n t a n d t h e P o P u l a t i o n

F e i R
o n g e

h
a n g

( D e p t
。 o f F u n d

。

C o u r e s )

A卜
: 卜 r a c t

之屯
_ , .

f u n ` t i
、 ,

K e y w o r d s

t i o n s h i P

I n t h i s p a p e r , s t a t i s t i ` a l r e l a t i o n s h ap b e t w e e n t il e r e p r e 3 o n t -

`
.

a n d t h e p o p u
l

a t i o n i s s t u d i e d
, a n

d
s e v e r a

l p r o p e r t i e s o f 一 l o s e

e u b t a i n e d
。

p o p u l a t i o n , r e p r e s e n t a t i v e p o i n t , l
o s e f

u n e t i o n , s t a t i s t i : a
l r e l a -


