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,
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。

,
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,
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,
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使它们尽可能多地保留总体的信息
,

即使损失函数
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⋯
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)

二
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~
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。 : ,
⋯

, 少
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达到最小值
。

令

x = 〔(U 一 林: )加
; + (V 一 。2 ) / 。

2〕/材万万不万
,

r 二 〔一 (“一 。: )/ a ; + (犷一 。2 ) / a Z〕/犷万厅不了
,

则(X
,

Y )~ N (。
, 1 ; 0 , 1 ; 0)

,

即 (X
,

Y ) 服从二元标准正态分布
,

因此只需对二元标准正态

总体 (X
,
Y )考虑代表点的选取问题

。

这时
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⋯
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,

可解方程组 ”
、

中
,

其妇
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: 二 o ,

⋯
,
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= o ,
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: = o ,

⋯
,

OL / 己梦
。
= o

,

但是这是很复杂的
。

根据 N (o
, 1 ; o , 1 ; 0) 的分布特性

,

我们改为考虑等距地分布在圆周上的代表点的选取

问题
,

即给定了代表点的个数
,

如何选取圆的半径
,

使损失函数达到最小值
。 、

1 预备公式

记

似 X , 一

I
。 (, )d , ,

: (, , X )
一 丁

。 (。1 )d , ;

丁
x t :

中 (t : )d未2
,
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,
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,
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:

中 (x )‘ ]
_
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.
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.
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。
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在圆周上的代表点的选取
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⋯
, ”)



!
\

7 6 工 业 学 院 学 报 第1 0卷
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这时

L = 1 一 n Z s i n Z (二 / n ) / ( 4 二 )
.
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。
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。
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3 在原点及圆周上的代表点的选取

设 x o 二 0 , 夕。二 0 ,

x ; = R e o S (2 (i 一 1 )二 / m )
, , ; = R sin (2 (f一 i )。加 ) (公= 1 ,

2
,
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,
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,
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于是d L / d R = 0即

2尺T (尸/ 2 , tg (二 / m )) 一 了刃嘎
- 5 in (二 / , )〔1 一 小 (天s 。e (二加 )/ 2 )〕

一 2甲 (R / 2 )〔中(R tg (二 / m )22 ) 一 1 / 2〕
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.

(4 )

用牛顿法分别求方程 (3 )(4) 的近似解
,

得表 2
.

表
.

2

一
一

- 一一
- ~ - ~ - - ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ - , - 兮- ,

沉 2 3 4 5 6 7 8 9
·
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·

5 6 7 8 ‘ 1 0
_
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1
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。
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。
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。
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。
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0
。
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。
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。

3 0 5 8 0
。
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。
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1
。
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。
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。
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0
。
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。
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。

18 18 0
。

17 5 5 0

。

4 8 3 4

。

17 0 8

RL

当 n = 1 0 5时
,

L = 0
。

14 7 7

4 在多个圆周上的代表点的选取

设

x (。一 1)二十 j= R ; e o s (2 (声一 1 )二 / m )
, 夕(; 一 1)。、 j= 刀 ;s in (2 (i一 1 )。 / 二 )

(葱“ 1 , 2 ,

⋯
, s ;
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⋯

, 优 )
,

其中 0 < R : < R Z< 二 < R
‘, : ) 2

, 二 ) 2
,

代表点的个数为
。 = ‘,

。
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,

对
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,

有
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,
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〔‘x 一 “
·
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好
户

I
J

X

吸

d

�...,J

+
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(x 一 R l) ZCP ( x ) d x +勤
( R , + R ;十 : ) / 2

( x 一 R i) 2甲( x ) d x
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甲

l
吐

一一L

+ 0 0

(戈一 R
:

) “甲 ( x ) d x + 1/ 2 = (f + 1 ) / 2 ,

( R 。
一 + R

。

) / 2

了‘..诊

+

对
: 二 2 ,

也有L = (厂+ 1 )/ 2 ,

这里 f是一元标准正态总体的损失函数 [’l, 因此使 f达到最小值

的代表点也使L达到最小值
,

据文〔1〕有表3.
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表 卜 3

5 2 久 4 斤 6

竹 4 6
,

8
·

1 0 1 2

R1 0. 4 5 2匕
一

、 ·

。
.

31 77
、

0
.

2 45 1
·

0
.

19 9 7 0. 1 6 8 5

Rz 1. 51 04
、

:l 00 1
_

0. 75 61 0. 60 99 0. 51 19

R 3
、

1
.

8 9 3 8 1
。

3 4 4 0 1
。

0 5 8 0 0
。

8 7 7 0

R 4 2
。

1 5 2 7 1
。

5 9 18 1
。

2 8 6 1

R o Z
。

3 4 6 9 1
.

7 8 4 0

R 6 ,
.

- 一

2
.

5 0 1 8

L 0
.

5 5 8 7 0
.

5 2 9 0 0
。

5 17 3
.

0
.

5 1 14 0
。

5 0 8 1

当 n 二 2 5 , co 时
,

因厂, 0[ “l ,

有L , 0
.

5
。

当二 ) 3时
,

对,s ) 3 ,

有

: / 2。 = 1 / 2

{I
(R , + R Z ) / 2

二
“

训
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_

d x
l

·

[ (x 一 R , ) 2 + , , 〕甲(x )rp (“)d y

0

·

勃
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+ CO x t以 二/ 。)
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}l
�
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+
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尤
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x tg ( 二 / m )

甲 (今) d 鲜
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( R
; 一 , + R

; ) / 2

丫 x

( R ; 2 一 “R ; x ’印 ‘x ) “x

}
t g ( 二 / 二 )

甲 (甘) d 百
叶艺闪

+

十 C C 〕 xt g (兀加 )
( R

: 2 一 ZR
sx ) rp ( x ) d x

( R
: _ , + R

,

) / 2 J
。 ( , ) d ,

}
月

1
..J

+

+ C O

一 ( x Z + , 2 ) 甲 ( x ) 印 ( , ) d 夕
了性.犷�

X
.

d
_ 、

一

f
一 z

J

+ O :

一 O 二) 一 0 0

一 m R 1 2〔T ( (R.i
、

+ 天户却
一

, t以二
「

/ , )) 二 T (O ,
·

tg (二 / 雌 ) ) 丁

, 。
’

.
_
‘

一 2爪R l

!
( R f

十
反)户

’
」

‘

二 犬甲 ( x )〔中( x t g (二 / m ) ) -

0

1/幻 d 万
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s 一 1

一 m 艺 R
02〔T ((R

; + R
. , : ) 12

, t g (二 / , ) ) 一 T ((R
; 一 : + R

;
)/ 2

, t g (,
/ m ))〕

盛. 2

目
_ 。 (R

一 2 , 者R ,
_

】
二 1 一

(R

; + R ; , , ) / 2
x 中 (x )〔中(x tg (二/ 很)) 一 1/ 2〕d x

一 m R
, 2〔T (

一 Zm “
S

于

+ CO ,

十 Cx 〕

; 一 ; + R i) / 2

tg (二 / m )) 一 T ((R
, 二 : + R

.

) / 2
, tg (二 / m ))〕

_

二甲 (x )〔¹ (义t g ( 二/ m ) ) 一 l / 2〕d x ,

(双 : 一 l + R 、

) / 2

由预备公式得

L = 1 + R : 2/ 2一 了2/ 二 m s i n ( 二 / m )
一

( R 。 一 R : / 2)

, ~ 1
+ 二 艺 ( R ; , t Z 一 R ; , ) T ( ( R

; + R ; + 1) / 2 ,
一

t g (二 lm ) )
; . 1

, ~ 1

+ 扩刃下
.

, 5 i n (二加 ) 艺 ( 尺 ; , 1一 天 ,) 。 ( (天; + R ; , 、) s e e ( 。加) / 2)

玉巴 1

s 一 l

一 2 爪

答
‘“在

一
“ :’甲““宜+ “ ‘· , ’/ 2’〔’““‘

_

+ “ ;一’““
。
‘m ’‘2’一 ‘/ 2〕

·

‘5’

对s = 2, (5 )也成立
。

用单纯形法 [71 求Rl
, R Z ,

⋯
,

凡
,

使L达到最小值
,

得表 4 .

n 6 8 10 12
‘

9 12 12

0 。6 8 9 2

1。

6 7 0 2

0 。 8 0 0 4

1。

92 6 8

0 。7 9 4 6

1。 8 5 6 4

0 。

8 0 5 6

1。

8 6 58

0
。 525 0

16 9 9

0 117

0
。

6342

1。

38 6 5

2 。 58 0 9:
.19自

.二,‘八JJ,RRRR

L O 。

3528 0 。

2321 0 。 18 29 0 。 1521 0 。

3240 0 。 18 9 7

0 。434 4

0 。

9 8 7 7

1。 520 1

2 。28 8 5

0 。 3124

5 在原点及多个圆周上的代表点的选取

设

翔 二 0 , 9 0 = O,

x 一: 一 , ) 。* j = R ; e o s ( 2 (夕一 1) 二 / m )
, , ( j一 , ) 。+ j= R ; s i n ( 2 (夕一 1) 二 / , : )

( i 二 1, 2,

⋯
, s ; 萝= 1 , 2 ,

⋯
, m ) ,

其中0 < R : < R Z< ⋯ ( R ‘, S ) 2, m ) 2,

代表点的个数为。 二 sm + 一
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当m = 2时
,

有

.

峰川
+ C C ,

(x Z + 夕2 )甲(万)甲(g )d g

一 CO

户

l
‘

X

‘

d

勺白
夕矛矛

-八UR

+ C洲〕

!
(二一 * ! ) 2 + , 2

1
甲‘x )甲‘, , d ,

翻

l
口

X
‘

d

一 C ()
.

O自O‘
J

/
.

/了
口

、,
矛

、J

+
R

R十+-lRR
‘了、了.、

碑

I
J

(R
: 一 ; 七R

.

) / 2 一
,

0 0
【
(‘一 ,

:

) 2 + , 2

〕
.

。(x )。‘, ,‘;

}
产...沙

X

.

d

+ CO + O 勺

闪艺呵l++

其中R O = 0
.

R :
/ 2

〔
_

口
。 (尸

; + 凡
+ :
)/ 2

x , 甲 (x )d “ +

戴J
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。
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。
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其中R 。 = 0.

类似于4
,

可得

L = z + m R : ZT (R :
/ 2

, t g (二 / m )) 一 了 2 /
二 m s in (二 / m )[ R

。 一 尺:中(R : s e e (二 / m ) / 2 ) ]

一 2 , R ,中 (R l
/ 2 )〔中(R ; t g (二 / 二) / 2 ) 一 1广2〕

·

协亡
+ m 艺 (天 ; + : , 一 尺 ; 2 )T ((R , + R : + : ) / 2

, tg (二 / 。) )

1 . 1

+ 矿乏了五 二 5 in (二 / m )艺 (R ; 十 、一 天 : )劝 ((R ; + R ; 十 ; )s。℃ (二加) / 2 )

, 一 l

一 Z m 艺 (天 。十 1 一 R , )。 ,((R i + R ‘十 : ) / 2 ):〔小 ((尺 ; + R ,十 ; ) tg (二 / m ) / 2 ) 一 专〕
.

用单纯形法 [71 求R : ,
R Z ,

⋯
,

凡
,

使L达到最小值
,

得表 6
.

表 B

5 2 2 2 3

优 3 4 5 3

n 7 9 1 1
.

10

R 1 0
。

8 6 5 0 1
。

0 0 2 6 0
。

9 8 6 1 0
。

6 6 9 0

R Z 1
.

7 9 4 2 2
。

14 7 3 2
。

0 0 5 3 1
。

2 8 3 2

R 3 2 、 1 0 8 0

L
’
一

。‘3 4 15 0
.

2 1 6 1 0
。

1 6 9 1 0
.

葱19 8

6 较好的代表点

给定了代表点的个数
,

通过比较各种方案的损失函数值
,

可以选出较好的代表点 ( 损失

较小 )
。

表7对
n 毛 12 列出了较好的代表点

。
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表 7
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0
。
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一令令令令
、

+
二23谧

.

5‘
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