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摘要 应 用 E ul er
一

Sav ar y 公 式导出 了摆 动滚子从动件盘形 凸轮 廓线土任意 点 曲

率半径 的一个新公 式
,

解决 了平面机构啮合担论研究中长期 来没有解决 的一 个难

题
,

新公式不仅可 以 先于 凸轮廓线方程求出廓线上任意点的曲率半径
,

还找到 了曲

率半径和压 力 角之 间的内在联 系
,

从而 可 以置接把强度条件 和传力性能结合起来

考忘有利于进一 步简化该种凸轮机构 ‘”优
华设

计
。
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“的移动速度 , 压” 角

0 前 言

Eu ‘e r 一

Sa va ry 公式是平面连续接触传动的普遍啮合方程式
,

它给出了平面共扼 曲线的

曲率半径和瞬心线的曲率半径之间的关系
,

对求高副构件的曲率半径以及一般低副机构中

连杆上各点所画轨迹的曲率半径是很有用处的
。 ’

E u le r 一S a v a r y 公式的一般形式如下
:

{ 1
.

1 )
。 1

.

1
I t , 一万一一石下石

~
卜 二一一一一; 千节 }C o s 户 一 ; 犷

~

十 下厂

\PZ

一 f o 尸z
一 厂 。 / 八 l 八 2

(1 )

式中

Pl ,

PZ

—
共扼曲线在接触点 B 处的曲率半径

尸B

一
瞬心 尸 至共扼 曲线接触点 B 之尚的距离

月
—

共扼曲线在接触点 B 处的公法线
.

与瞬心线在 尸 点的公法线之间的夹角

R l ,

凡—两瞬心线在 尸 点的曲率半径
’

对于定传动比的齿轮机构
,

不论是渐开线齿轮还是摆线齿轮机构
,

当一齿轮的齿廓 曲率
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半径为 已知时
,

则与之共扼的另一齿轮的齿廓曲率半径应用式 (1) 不难求出
,

这是因为瞬心

线的曲率半径是定值
。

对于变传动比的机构
,

由于瞬心线的曲率半径是变值
,

不易确定
,

因此应用式 (l )来求导

如摆动滚子从动件盘形凸轮廓线上任意点的曲率半径是很困难的
,

为此文献〔1〕寻找了另一

种形式的平面连续接触传动的普遍啮合方程式
。

求导铰链四杆机构和曲柄滑块机构 中连杆上任意点所画轨迹的曲率半径可以采用 E u -

le r 一

Sa
var y 公式的另一种形式

:

{ 1
.

1 )
。 。

’

l一 --t-- 一 1 c o s P ~ 一
\ r r l j u

(2 )

式中
r

—
瞬心 尸 至动点的距离

r

—
瞬心 尸 至动

.

点曲率半径中心的距离
。

—
动瞬心线的角速度

u

—
瞬心 尸 的移动速度

夕
—

意义与式 (1) 中的 月相同
·
文献〔幻第 ‘2 5 页有形式

:

(六
+

命)
·‘·“一

瓷
称为 E ·‘一 S

一
公式的第一种形式

。

怎样应用 E ul er
一
Sav ar y 公式来求导摆动滚子从动件盘形凸轮廓线上任意点的 曲率半

径长期来一直是从事平面机构啮合理论研究的学者探索的问题之一
。

作者在 1 9 8 9 年 9 月结

合式 (1) 和式 (2) 的特点找到了解决这一问题的途径和方法
,

导出了讳算摆动滚子从动件盘

形 凸轮廓线上任意点的 曲率半径的一个新公式
,

所得新公式不仅可以先于凸轮廓线方程求

出轮廓线上任意点的曲率半径
,

还找到了曲率半径和压力角之间的内在联系
,

从而可以直接

把强度条件和传力性能结合起来考虑
,

进一步简化了该凸轮机构的优化设计
。

1 公式的推导
凸轮的理论廓线

摆动滚 子从动件盘形 凸轮机 构
.

有

A
,

B
,

C 和 D 4 种基本型 式
,

这 4 种基本

型式的凸轮机构在文献〔3 ~ 5」中都有介

绍
,

其基本特征参见本文附录 1
.

鉴于 目

前国内公认的是 A 型和 C 型两种型 式
,

而 国外如原东 德公认的是 A 型和 B 型

(文献〔6」中称为 F 型和 尸 型 凸轮机构 )

两种型式
,

因此这里以 A 型凸轮机构为

例来介绍如何应用 E ul e r 一

Sav
a ry 公式求

导摆动滚子从动件盘形凸轮廓线 上任意

点的曲率半径
。

图 1 所示为 A 型摆动滚子从动件盘

柔柔柔
江

。

刀
a

.

““
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’’’

___ l一斌_____
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’
l

’

/ 二二~~~
.

/ l 梦梦

图 I A 型凸轮机构在某一位置时的情况

形 凸轮机构在推程的某一位置时的情况
,

图中构件 1 为凸轮
,

构件 2 为摆杆
,

5
1

和 S
:

分别为
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凸轮和摆杆的瞬心线
, “ 为机构中心距

,

‘为摆杆华度
,

r0 为凸轮基圆半径
,

rT 为滚子半径
。

先不考虑滚子的作尽研究凸轮理论廓线上仔意点的
如果往意到式“’和式 (2’等式右边项存在期下关系

1
.

1 一 田
’

创

不广 州卜
月

不产 ~ —“ 1 八,

一
“

曲率半径
。

则式 (l) 可改写成 }

{ 1
.

1 一 \
l 二, 一 , 一石二 ; 十 二一- 一一 ; ; 石 Ic o s 拼 -
、尸2

‘

十
1 一刀 凸 一 厂力 /

.

竺

尽

(3 )

一 文献 [ 7 ]第 1 3 0 页式 (7 ~ 1 9 )

此式可看成是 E u le r 一S a v a r y 公式 的又一种形式 {当不考虑滚子作用时
,

也就是把摆杆看成

尖顶从动件
,

此时与摆杆尖顶接触的是 凸轮 的

处的曲率半径
嘿
论轮廓

,

显然
,

摆杆尖顶也即是滚子中
‘

。“

P:
= 0 { (a )

一

一
为求瞬心 p 至接触点 B 的距离 尸B 的长度 {自瞬心 尸 引直线 A B 的垂线

,

垂足 D 在直

线 A B 的延长线上
,

观察直角三角形 尸B D
,

可见

尸B -
尸D

e o s乙 B P且

尸D = P A si n (汽 + 必 书
1 一 州

s in (汽 十 必)

所以

尸B -

匕B 尸D 一 a

a s in (沪
。

+ 沪)

(1 一 沪
’

)e o s a (b )

式 中

必
。

— 摆杆的初位角

, _ ,

矿 +
尹。 ~

c o s
-

—必
— 摆杆的摆角

,

由所选的运动规律确

洲— 机构的类角速度

a

—
机构压力角

州二 乡
办

a

产
定

,

它是凸轮转角 沪的函数
一

⋯

为求 角 口
,

过瞬心 尸 作瞬心线 s
,

和 5
2

的公切线 尸T
,

再过 尸 点作 尸T 的垂线得瞬心线

S
,

和 S
:

在 尸 点的公法线 尸N
.

所以
- }

月一 匕B 尸N

再作 尸O 的垂线 尸Q 、则有 {

乙 B 尸N 一 乙B 尸D 十一匕D 尸Q 十 匕Q尸N

又
、

乙D 尸Q ~ 沪
。

+ 必 一

若令
’ -

乙O尸T 一 产

这样
匕B 尸N 一 Q + 必

。

+ 必+ 产

所以
夕一 a + 汽 + 价十 产 (c)
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绘制凸轮廓线都采用反转法
,

这种方法是给整个机构加上一个绕凸轮轴心 0 的公共角

速度
—

Q, 1 ,

机构各构件间的相对运动不变
。

这样一来
,

凸轮不动
,

而从动件一方面随机架以

角速度
—

。 1

绕 O 点转动
,

另一方面又绕自身的摆动中心 A 作往复摆动
,

根据相对运动原

理
,

摆杆相对凸轮的角速度
,

也就是摆杆的瞬心线 5
2

相对凸轮的瞬心线 S
,

的角速度为
aJ

一
。、 + 。2

三 一 (i 一 训)。
,

(己)

式中

。1

—
凸轮的角速度

。2

—
摆杆的角速度

瞬心 P 的移动速度为

_ d必
一

、 一

田 ,
一 丽望 毋‘

一 a
训

(1 一 必
‘

)e o s 产
田 1

(e )

式中

‘、
二、 二‘ 二。 、

* *
。。

二 d
Z

沪
甲

—
1去甲下廿习夕之月习刀目〕圣 2又 甲 一 石二万

Lt 甲

把式 (a )一 (e )代入式 (3 )
,

经整理化简后得
a (1 一 洲)

s in (必
。

+ 沪)
e o s a

[ (1 一 树)
’s in (沪

。

+ 沪) + 训(1 一 矽
’

) e o s a s in (a + 沪
。

+ 沪)

1

一 二 刃而云舀亡石护丈云千诚千砰j」

(4 )

由于凸轮的实际廓线是理论廓线的等距 曲线
,

所 以 A 型摆动滚子从动件盘形凸轮实际

廓线上任意点的曲率半径为

P 一 P、 干 介

把式 (4) 代入上式则为
a (1 一 刃)

s in Z
(必

。

+ 沪)
e o s a

〔(1 一 必
‘

)
Zs in (沪

。

+ 必) + 训(1 一 沪
’

) e o s a s in (a + 沪
。

+ 沪)
(5 )

1

一 必
”

e o s a 。0 5 (a + 必
。

+ 必)〕
干 介

式中
,

上面的
“
一

‘

号用于外凸轮廓线
,

下面的
“

十
‘

号用于 内凸轮廓线
。

用相 同的方法可以找到 B
,

C 和 D 型三种凸轮廓线的曲率半径表达式
,

最后把这 四种

型式的凸轮廓线上任意点曲率半径统一表达成下式
a (1 一 N沪

‘

) s in
Z
(沪

。
一 T 沪)

e o s a
〔(1 一 N必

‘

)
“s in (必

。
一 T 沪) + N 沪

‘

(1 一 N 沪
‘

)e o s a s in (N a + 沪
。
一 T 必)

1 _
, 产一丁井二六下一一- 一-一- 一代厂井一一, 产一二一一 一一气

~

十 r T

月一 I v 诬 望 C O S a c 0 s 气J V a ~
卜 沪。 一 I 尹少J

(6 )

式中

N
— 转向系数 A 型和 B 型凸轮

:

N 一 I C 型和 D 型凸轮
:

N - 一 1
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T

—
压力角

型号系数 A 型和 C 型凸轮
:
T -

口
的统一公式为

丁
‘ 刀 型和 D 型凸轮

:
T -

a = t a n 一 1

一

竺嘿赢粤豁塑(必
。
一 T沪)

(7 )片一sln的

a
角有正负

,

不论何种类型的凸轮机构
,

压力角 正负号由图 2 所示方向确定

V;//n.....LeeweLr日匕,

vn

其
a

于夕
几d )

口< 0

(b )

图 2 压力角的符号

如果只考虑 A 型和 c 型凸轮贝“凸轮廓线上阵意点的曲率半径公式为
a (1 一 N 少) s lri

乙

(沪
。

+ 必)
e o s a

[ (i 一 N洲)
Zs in (必

。

+ 沪) + N洲(1 一 N 必
’

)s in (N a + 必
。
+ 沪)

二而丽
;;

而丢石飞石蔽灭石不不;不下刃 干
犷 r

(8 )

口 = t s n

一 , “ “0 5 (沪
。

+ 沪) 一 l(1 一 N 沪
‘

户
a s in (沪

。

+ 必) 一

如果只考虑 A 型和 B 型凸轮
,

则 凸轮廓线上任意点的曲率半径公式为
a (i 一 必

’

)s in
Z·

(必
。
一 T 必)

e o s a
[ (1 一 洲)

’s in (沪
。
一 T沪) + 训<1 一 沪

‘

)e o s a s in (a + 沪
。
一 T 沪)

~ 干了不丽万丽死石而丁二巧刃 干 犷 ,

a = ta n 一1
l(1 一 沪

’

) 一 a e o s (沪
。
一 T 沪)

T a s in (沪
。
一 T 沪)

(9 )

(1 0 )

(1 1 )

2 公式的验证

为了验证上述导 出公式的正确性

一

,

对比了下述二个求解摆动滚子从动件盘形凸轮实际

廓线曲率半径的公式
,

下面也以 A 型凸轮为例

比较式之一
:

(x 护+ y护)
’‘2

城抓 + 城抓
干 r T (1 2 )

式中
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x 飞一一 y ,

十 证ls in (沪
。

+ 价一 叻

叭 一 x l

+ 洲Ic os (沪
。

+ 沪一 叻

x ; = 一 x 、
一 2州l

e o s (沪
。

+ 沪一 叻 + 洲
, le o s (沪

。

+ 沪一 叻

+ 沪
”

ls in (汽 + 沪一 叻

叭 ~ 一 y l

+ 2洲ls in (沪
。

年 必一 叻 一 洲
Z
ls in (人 十 沪一 叻

+ 厂Ic os (汽 + 必一 叻

(1 3 )

由上可见
,

应用这个公式必须先求出凸轮理论廓线的参数方程 x ,
~ x ,

(叻 和 y ,
一 y ,

(叻 的

表达式
,

对于 A 型 凸轮有
:

x l
= a e o s甲一 le o s (必

。

+ 沪一 叻

夕、 = a s in 甲一 ls in (沪
。

+ 沪一 叻 } (1 4 )

比较式之二
:

[
a ,

+ l
,
(州一 i )

’

+ z a l(州一 l )e o s (汽 + 必)〕
3‘,

x a Z

一 1 2 (沪
‘

一 i )
3
一 a l(必

’

一 1) (沪
’

一 2 )e o s (必
。

+ 沪) 一 沪
”a ls in (必

。

+ 必)

干 r T (1 5 )

此式的优点是不需预先知道凸轮理 论廓线方程而只需知道凸轮机构的基本参数
a ,

l
,

r 。 , r 二 以及摆杆的运动规律 沪二扒卯
,

就可求得 曲率半径
,

但此式没有反映 出曲率半径与压

力角之间的内在联系
,

因此它的应用有局限性
。

举例
,

计算 A 型外 凸轮廓线上 每隔 15
。

一等分 处 的曲率半径
,

已知机 构 中心距
a -

60 m m
,

基圆半径
r 。一 25 m m

,

滚子半径 rT 一 6m m
,

摆杆长度 l一 50 m m
,

摆杆的运动规律如下
:

凸轮转角

0
0

~ 12 0
。

摆杆运动规律

1 2 0
0

~ 2咬0
.

2 4 0 0

~ 3 6 0
0

按正弦规律摆动 25
。

休止不动

按正弦规律摆下1 2 50

在 IB M
一

PC / X T 机上计算所得结果如下表
.

表 按式(5 )
,

(1 2 )和 (15) 计算的曲率半径值

凸轮转角 甲(o

式(5 )

曲率半径 p (m m )

式 (1 2 ) 式 (1 5 )

0 1 9 1 9
,

1 9

15 9 8
。

2 7 8 1 2 9 8
.

2 7 8 2 9 9 8
。

2 7 8 1 3

30 1 2 2
.

2 4 2 1 1 2 2
.

2 4 2 2 1 2 2
.

2 4 2 2

4 与 4 8
.

1 0 7 8 3 4 8
.

1 0 7 8 6 4 8
.

10 78 6

60 2 9
.

0 4 16 4 2 9
.

0 4 1 6 4 2 9
.

0 4 16 5

7 5 2 0
.

68 0 5 6 2 0
.

6 8 0 5 6 2 0
.

68 0 5 6

9 0 1 9
.

3 6 84 9 19
.

3 6 8 4 8 1 9
.

36 84 9

一
. . . . . . . . . . . . . . .
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续表

凸轮转角 甲(o )

式(5 )

半径 P(m m )

式 (12 )

曲率

式 (15 )

24
.

8 9 0 8 3 一24
·

8 9 0 8 2 2 4
.

8 90 8 2

1 2 0

1 3 5

3 9
.

7 8 9 2 8

3 9
.

7 8 9 2 8

略

3 9
.

7 8 9 2 7

3 9
.

7 8 9 27

2 5
.

6 8 8 3 5

2 1
.

7 3 4 3 3

2 1
.

8 3 6 6 3

2 4
.

6 6 0 7 3

3 9
.

5 9 7 8

8 7 3 7 6 8 9

17 0 奋 32 95

18
.

99 99 9

一3 9
·

7 8 9 2 5

一3 9
·

7 8 9 2 8

, 略

.
3 9

.

7 8 9 2 7

13 9
.

7 5 92 7

一2 5
.

6 88 3 4

一2 1
.

7 34 3 3

,

2 1
.

8 3 6 6 3

2 4
.

6 6 0 7 3

3 9
.

5 9 7 8 1

吕
7 3

.

7 8 7 2

)
7。

·

3 3 0 5

一1。

3 9
.
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从上面的计算结果可见三个公式计算出的摆动滚子从动件盘形凸轮廓线上的曲率半径

值几乎完全一样
,

因此式 (5) 验证正确
。

一
一

3 结 论 一

( 1) 由 E u le r 一Sa va ry 公式可以导 出摆动滚洲从动件盘形凸轮廓线上的任意点 曲率半

径的计算公式
,

并非不可求导
。

一

( 2) 由 E u le r 一sa va
r y 公式导出的摆动滚子例动件盘形 凸轮廓线上的任意点曲率半径

的计算公式比以往应用或导出的公式更有意义和应用价值
。

它不仅可以先于凸轮廓线方程

直接求出凸轮廓线上任意点的曲径半径
,

还 由于洲到了曲率半径和压力角之间的内在联系
,

从而可以把强度条件和传力性能直接结合起来考牌
,

有利于进一步简化该种 凸轮机构的优

化设计
。 ·

(3 ) 在应用 E ”ler
一

Sa va ry 公式求导摆动滚子从动件盘形 凸轮廓线上任意点 曲率半径
公式的过程中还找到了一种应用 H ar t m “n “

作 图律确定摆动滚子从动件盘形 凸轮廓线上的
任意点曲率半径的新方法

。
、

一
( 4) 文献 [ 8〕中从曲率半径定义出发根据瞬心原理

,

不通过 E ul e r 一s av
a r y 公式同样导

出了与本文 C 型凸轮的导出公式相接近的一个公
羚
达到了异曲同工的 目的

。

一

一
一



顾连森
:

摆动滚子从动件盘形凸轮廓线上任意点的曲率半径

附 录

附 A 摆动滚子从动件盘形凸轮机构的基本型式

根据凸轮与摆杆在推程时的转向和安置方式不同有如附图所示的四种基本型式
,

这 四

种型式的凸轮机构
,

它们的基本特征是
:

(1) A 型和 B 型凸轮机构的摆杆与凸轮在推程时转向相同
; C 型和 D 型则相反

。

(2) A 型和 C 型凸轮的基圆半径是理论廓线的最小向径
,

滚子中心在推程过程 中移离

凸轮回转中心
,

而在 回程时则移近中心
; B 型和 D 型凸轮的基圆半径是理论廓线的最大 向

径
,

滚子中心在推程过程中移近凸轮回转中心
,

而在回程时则移离 中心
。

N = l T = l

附图 摆动滚子从动件盘形凸轮机构的基本型式

N

— 转向系数 T

—
型号系数

附 B 凸轮基圆半径的定义

定义
:

凸轮 (理论 )廓线起始点的向径

A 型和 C 型凸轮的基圆半径是凸轮 (理论 )廓线的最小向径
。

B 型和 D 型凸轮的基圆半径是凸轮 (理论 )廓线的最大向径
。

参 考 文 献

曾中坚
.

平面连续接触传动的普遍啮合方程式及其应用
.

机械工程学报
, 1 9 8 2

H U N T K H
.

K IN EM A T IC G E O M E T R Y O F M E CH A N ISM S
.

O X fo r d U n iv e r sit y P r e s s , 1 9 78

顾连森
.

确定摆动滚子从动件盘形凸轮机构最小尺寸的解析法
.

东北重型机械学院学报
, 1 9 8 6 ; 4

顾连森
.

优化设计摆动滚子从动件盘形凸轮机构
.

无锡轻工业学院学报
. 1 9 8 7 ; 2

顾连森
.

设计经编机中共扼凸轮廓线的解析法
.

无锡轻工业学院学报
,

19 9 。侈

伏尔歇 J著
;
郭连声

,

柴邦衡译
.

凸轮机构
.

北京
:

机械工业出版社
, 1 9 8 3

天津大学主编
.

机械原理 (上册 )
.

人 民教育出版社
, 1 9 7 9



58
无 锡 轻 工 业 学 晓 学 报

第 12 卷第 1 期

8 陈金元
.

盘形凸轮机构几何尺寸的计算及计算机辅助设计
.

无杨轻工业学院学报
, 198 6 ; 2

T h ’

今曾气吧
C u r ’

哗竺
a

{
‘

介?歹
P

班
·

{一少二
P一‘, ,一f

A ” ls K ‘a m w lt n u s c llla t ln g K O l le r r 0 II0 w e r

一O n e A PPlie a tio n o f th e E
·

u le r
一

S a v a r y E q u a tio n

G u Lia n sh尸
n g

旧
e p t

.

。f M
a e h:

.

E n g
.

)

一
A b st r a e t : 。 、h、。 p a p e r 。 。e w 。q u a t io n fo r , h 。 r

这d
iu 。 。f 。u r v a t u r 。 。, 。n , p o in 。 。。 , h 。 p r 。-

“‘一‘· d ‘·k 。

一
‘th 0 5 ·“‘·t‘n g 一“二 ‘。“OW二

)
s d⋯,。 p ·d b y ·p p‘y‘n g t h · E ·‘一S·⋯

y

e q u a “o n
·

“ 5 0 ‘v e s a “““c u ‘, p r o b‘e m w h‘c h 卜
a s n o ‘ “e e n a n s w e r e d ‘n r e s e a r c h‘n g 。‘

m e s hin “ the o r y o f p la n a r m e eh a n ism s 5 0 fa r in th is fie ld
.

In th e e a u a t io n
,

n o t o n lv e a n t he

r a d ‘u s “, “u r v a t u r e 匕e “a ‘c u ‘a te d p r ‘o r t o ‘ti e “

年m p r o , “e “q u a t ‘o n
,

匕u ‘ ’ti e r e ‘a , ‘o n ”e
-

‘w e e n ‘h e c u r v a ‘u r e r a d ‘u s “n d ’h e p r e s s u r e a n g‘十“
a s ”e e n s e ‘ u p

,

w h‘C h “‘r e c “y “o n n e c‘s

it s s t r e n 口th w ith th e D r o o e r t v o f t r a n sm itt in 仑 fo r匕e a n d m a k e s it e a s ie r to o p t im iz e t h e e a m

a e s lg n

二
l

K ev 一 w o r d s R ad iu s o f C u r v a t u r e : C a m p r o file : E u le r
一
S a v a r y e a u a t io n ; S p e e d o f p r o g r e s -

S 1 0 n o t t h e In s t a n t a n e o u s C e n te r : r r e s s u r e a n g le {


