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光滑紧流形上的 F r改 eh t 数

费文滔

(基础课部 )

摘要 在 Fr ` ch et 曲线类所成的度量匀司中含曲线 g 的连通分支 F :

上给 出 了这样

一个实值函数
, “ : F :

~ R + ,

使得对任意 红任 F g ,

只要其典则 曲线 A (
· ,

妇 土子 曲线

的 片 参数变伟量 不超过
“ (互)

,

则该子曲线的 J
一

直径不超过 誉
·

利用这个性质
,

证

明 了光滑紧流形 Mn 上 的 F
r
阮 h et 数 R i

( Mn ) 至多是可数无限的
。

关键词 光滑紧流形 ;
(J

, g 卜 极值 曲线 ; (J
,

g )
一

型数 ;连通数 ;
rF 改 he t 数

0 引 言

在
、

M or s 。 理论的早期研究中
,

光滑紧致流形 Mn 上的 rF 。。 h et 数 R ;
( Mn ) 曾是一个很重

要的角色
。

众所周知
,

光滑紧致二维流形 风 上的 rF 瓦 h et 数是有限的
。

M
.

M or s e
还曾猜想

,

高维流形 M
。

(n > 2) 上的 rF ` c
he t 数也是有限的 [’]

,

然而
,

曹和陆在三维流形上给出了 R ;

为

无限的例子闹
。

本文先是定义了所要的函数
a : F :

一 R + ,

接着叙述了所谓的
“ 。
分割鑫的 片 长度法

” ,

并

证明了分割引理和重要的形变引理
,

最后得出本文的结果
:
m f ) R i

.

这一结果在微分几何及

微分方程上都具有匕定的应用价值
。

基本概念和结论

设 Mn 是光 滑
、

紧 致
、

连通 的 无边 流形
,

设 J 为 Mn 上 正定 的
、

非奇 异 的和
.

C co 的

W e i e r s t r a s s
积分 (它可视为 R i e m a n n i a n 长度的一个推广 )

,

对 Mn 上任一恰当 ( p r o p e r ) 曲线 一

g, 记 J ( g ) 为 g 的 J
一

长度
。

定义阁
:

恰 当曲线 h :

一条曲线定义为有界闭区间 〔a ,

司 上的连续映射 :h 〔a ,

b〕~ Mn
: : 一 h( : ) 丁

若 h ( t ) 在 〔a ,

习 的任一子区间上都不为常值
,

则称这条曲线 h 是恰 当曲线
。

rF 包 he t 曲线类丝
:

设 h ;

a[
,

习一 Mn 以及 k :

〔。
,

习 ~ M
n

是恰当曲线
,

若存在保持定向的

on ot 同胚映射 沪:

〔。
,

习 ~ 〔: ,

d 〕
,

使得 h 一 ko 沪或者等价地 ho 厂
,
一 k

,

则称 h 和 h 是等价的
,
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记所有与 h等价的恰当曲线组成的类为 红
,

则称 互为所谓的 rF 通hc et 曲线类
。

非退化 ( N D ) 点对 ( A , ,

A Z
)

:

设 y 为连结点对 ( A
, ,

A Z
) 的极值曲线

,

若在 7 上 A
Z

不为 A 、

的共扼点
_ ,

则称 7 是非退化的
,

于是
,

若连结 A :

到 A Z

的每条极值曲线都是非退化的
,

则称点

对 (八
, ,

八 2
) 是非退化的

。

设 F众为所有连结 N D 点对 ( A
, ,

A Z
) 的恰当曲线 h 所在的 rF 包 he t 曲线类互构成的度量

空间
。

对任意恰 当曲线 g, 设 凡大 F补的一个道路连通分支
,

该分支包含 g 所在的 rF 毛hc et 曲
.

线类
。

定义 F众的道路连通分支 K 的 i
一

连通数办M
。

的 i
一

rF 赴hc
e t 数

。

L a
dn is 和 M o r

se 闭 证明

了 F补的各个道路连通分支相互间是同胚的
,

不依赖于 Mn 在 (( Mn )) 中的选取
,

这里 “ Mn ))

表示所有光滑同胚于 M
。

的流形类
; 也不依赖于 ( A , ,

A
Z
) 在 Mn 中的选取

。

固定 M
。

和 J
,

设 g 为连结 N D 点对 ( A l , A Z
) 的同伦极小化极值曲线

,

再固定 9
.

设 h 为

连结点对 ( A , ,

A Z
) 的一条极值曲线

,

若 h 是 A
, A Z一

同伦于 g 的
,

则称该极值曲线 h 为 (J
,

g )
-

极值曲线
。

设 7 为连结 A
、
到 A

:

的一条极值曲线
,

称在 y 上 A
l

的位于 A
:

之前的共扼点的个数 (重

合处以重数计算 ) 为 y 的指数
。

称指数为 艺的所有 (J
,

g )
一

极值曲线的个数为 (J
,

g )
一

型数
,

记为 m 扩
.

若对所有
.

1 ) 0
,

m 尹< 十 co
,

则称 M
。

是 (J
,

g )
一

有限的
。

M
.

M o sr e
’

先是在 Mn 为 (J
,

妇
一

有限条件下证明了关系式川

m舒) R ;

灭材
幻

) ( 1 )

进而
,

他在没有假设 (J
,

g )
一

有限的条件下证明了这个关系式闭
,

但 M or s e 约定
,

当 m扩为无限

时
,

关系式 ( 1) 表示 R 、
为有限或无限

。

然 而
,

每个无限数都存在着势的概念
、
所 以一个明显的问题是

:

当 R ;

为无限时
,

其势会

比 。 犷的势高吗 ?
·

回答是否定的
,

这就是本文的一个主要的结论
:

定理
: R `

至多是可数无限的 !

这就使式 ( 1) 在一般的意义下成立
。

2 函数 a 的构造及其基本性质

在定义函数
a 之前

,

先叙述两个基本的结果和定义
。

引理 1 给定流形 Mn 和其上的 w o ie l’s t r a s s 积分
,

J
,

必存在正数 公 (称为特定 J
一

长度 )
,

满足如下性质
:

从任意给定的 p 点出发的
,

具有 J
一

长度 粤 的所有极值曲线上没有 p 的共扼

点
,

也没有异于 p 的交点
;
这些极值曲线复盖 Mn 上的一个闭的

。
维圆盘

,

点 p 为该圆盘的内

点
,

并且由 J
一

长度给出连结极值曲线端点的逐段正则曲线的绝对极小值
。

定义 1 若一条极值曲线 g 满足 J ( g ) ( 誉
,

则称 g 为基本极值曲线
。

引理 2 设 。 为 Mn
义

Mn 的一个子空间
,

对于任意 p
、

q 〔 。 ,

有 o < d (扒妇 ( 誉 誉
·

(这里 d (P
,

妇 表示 p 到 q 的 J
一

距离 )
。

则映射

( t ,

户 ;。 ) 一 Q ( 。
,

户
,

。 )
:

〔o
,

瞥〕 x 。 ~ 材
。
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飞

是连续的
。

引理 3 对于任意 红任 F : ,

典则曲线 A (
· ,

妇 可用连续映射来定义
:

产一 A (产
,

红)
,

〔o
,

( (五) )〕一风
满足下述两个性质

:

( 1) 参数 召 (称为沿 A .(
.

,

乡 的 户 长度 ) 的终值 ( (鑫
一

)) 关于 鑫任 F 。

是连续的
。

(2) 映射
_ t

(热妇 一 A (为妇
t

,
.

X ` Mn
是连续映射

。

这里 X 一 { (热乡 任 R X F 。 , “ 镇 , 簇 (( 红” }

(以上结论均可在 [ 1〕中找到 )

下面着手定义 F
。

上的连续函数 .a

对任意 返任 F
。 ,

记 R (叁) 为 }h f 的 R i e

ma
n n i a n

直径
,

则有 J (g ) 镇 ( (些) ) 簇 R (鑫) 〔
2〕

.

于

是定义函数 f
: F :

一 R 十
为

f (妇 二 粤 (/ (妇 )

因为 ( (丘” 关于
’

红百夕
:

是连续的
,

故 f 也是 F :

上的连续函数
。

以下为简便计
,

用 逛伽 ) 表示点 A伽
,

乡
·

定义函数 H
: R x F :

~ R 为
:

H ( a ,

仓) ` ( a 一 ( (些) ) ) f (丝) + m a x d (些(产 )
,

互(产
’

) )

}产 一 产
,

} (
a

产
,
产

,

〔 〔o
,

( (组) ) 〕

其中
a 任 〔o

,

( (互) )〕

容易验证
,

H a(
,

妇 为关于
。
的连续函数

,

并且关于
。
是严格增函数

,

又因为

当 a = 0 时
,

H ( 0 ,
些) = 一 粤 < 0

当
a 一 ( (叁) ) 时

,

万 ( ( (左’ )
,

左J 一 m a x ` 〔互( “ )
,

鑫 (“
’

) ) 一 “
妙) > 0

.

}产 一 产 ,

1 ( a

产
,
产

,

〔 〔o
,

( (鑫) ) 〕

所以
,

存在唯一的
“ (红)

,

使得 H ( “ (红)
,

仓) = 0 ,

子是
,

定义
`

F
。

上的函数
a
为

:

。 , F 。

` R + ,

红一
a

达 )
1

满足 月 ( a

呸 )
,

红) 二 0
.

引理 4 ` 为刃
:

上的连续函数
。

…
证明

:

按照
a
的定义

,

有

H ( a (左)
,

丝) “ H ( a (鱼)
,

里) 一 D
,

举 互
,

左任 F
:

即
:

( ( h ) )

a (鑫) 一 望 + m a x d (鑫 (产 )
,

鑫(产
,

) )

}产 一 对 l 成
“

(丝)

产
,
户

,

任 〔o
,

( (鑫) ) 〕

护刀

~ 了

开
.

六 , a
( k ) 一 m + m a x d ( k (口 )

, k ( 。
,

) )
气气R 少声 ~ ~ ~

·

~

}
。 一 。 ,

}蕊
Q (全)

。 , 。 ,

e 〔o
,

( (通) ) 」

也就是
:
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,刀

( ( h ) )

a (h ) 一
( ( k ) )

a ( k )

二二二 n l a X d (左 ( u )
,

里( 。
,

) 〕一 m a x d (鑫( 产 )
,

鑫 (产
,

) ) ( 2 )

!
。 一 u ,

夕 , 口 ,

e

}镇

〔0
,

a
( k )

( (通) ) 〕

}产 一 产
,

}簇
a (些)

产
,
产

,

任 〔州 (鑫) ) 〕

假 设 a 在 F ,

上不连续
,

则存在红任 F , ,

存在
e 。 > p

,

使得对任意 占
。

> 0
,

古
。

~ 0( 当 。
~ co )

都存在 全
n

任 F g ,

左边 < 沙
n ,

满足 Ia

达 ) 一 a
链

n

) } 》 。 。·

显然
,

上述序列 {叠
。

} 可以分成两个子序列 {左
n i

) 和 {左
n i }

,

(通
n `

} 是指满足
“ (丝) 一 。 (全

n i
)

镇一 : 。

的那些曲线类
,

{左
n j }是指满足 a( 妇 一 a( 全

n i ) 》 。 。
的那些 曲线类

。

其中至少有一个子

序列是无限的
。

若 {全
。 `

}是无限的
,

则不妨用 {左
n ;

}来替代 {全
。

}
,

即
:

存在 绝任 F g ,

存在
。。 > o

,

对

任意 占
·

> 。
,

占一
。 ( n
一 + co )

,

都存在乡
·

任 F 。 ,

互边< 占一使得
a

达 ) 一 a
链` ) 镇一

` 。 ;
若 (绝

· j }

是无限的
,

则也可以用 {左
n i }来替代 {左

。

}
,

使得 a( 妙 一 。 (全
n

) )
。 。 .

于是
,

只要对上述两种情况

分别加以讨论
,

即
’

:

情形一
:
日红任 F ` ,

日
.

E 。

乡 。
,

举 占
n

> o
,

占
n

一 O
,

日 左e F : ,

易互
。

< 占
n ,

任 a( 妇 一 a
性

。

) ( 一 马
.

情形二
:
日丝e F : ,

丑 。 。

> 0, 举 舀
n

> o
,

占
。

一 。
,

日左任 F : ,

左
。

互
。

< 占
。 ,

任 a (互) 一 a (左
n

) )
。 。 .

在第一种情形
,

由于 叁叠
。

< 占
。 ,

故有 } ( (左
n

” 一 ( (鑫) l) < 2氏图
,

设

( (全
n

) ) 一 ( (绝) ) + 2 : n

占
n ,

其 中 I
: n

l < 1 ,

于
一

是
,

一方面有
:

( ( h ) )

刀不
a

(鑫) 二花粼下
a (鱼

·

( ( h ) )

夕

护玲

` (绝) 一 硕刃百厄砚瓦
a (互

·

)

Z月

一 又又
,

离万了干厄百瓦( a ( h ) 一 a ( k
Z r n

占
n a ( h ) m

。

) ) 十 二 : 二 , 二二二一 , 一二 , ~ 不二二

气、绝夕少
一

十 乙 r n o n
气气绝少少

因为 占
n

一 9 (当 刀
~ co )

,

!
r n

} < 1有界
, 。

(鑫)
,

粤飞( (仓)) 都是确定的数
,

所以

2: n

占
。 a (鑫)誉

( (绝) )
2

+ Z r n

古
n

( (丘) )
~ O (当 n

~ + co )

当 a
达 ) 丁 a

哒
n

) 或一
: 。 ,

粤 > o
,

( (鑫) ) + 2 : n

a
。

> o ,

故存在

洲唯

( ( h ) )
a ( h ) 一 欢鑫i万

“ k
。

) < 一

N
,

> o
,

当
n > N

;

时
,

有

粤 ￡。

2 ( (h ) )

另一方面
,

考虑

m a x d (里
n

( v )
,

全
n

( U ,

) ) 一 m a x d (互 (产 )
,

互 ( 产
,

) )
`

}
。 一 u’ }提

a

链
。

)
·

}产 一 对 }镇
a

呸 )

U , 。 ,

e 〔0
,

( (通
。

) ) 〕
.

产
,
产

,

任 [ o
,

( (绝) ) 〕

因 为 这 里 也固 定
,

所 以 a( 些) 也 是 确 定 数
,

由 于 〔o
,

(( 五” 〕 为 有 界 闭 区 间
,

故
m a x

d( 互 (产 )
,

互 (矿 )) 是能够达到的
,

假设在 户 参数为 产和 矿 的两点 A (户
,

妇 和 A (矿
,

妇
}产 一 产

,

} (
a (绝)

产 ,
产

,

任 〔o
,

( (绝) ) 〕

处达到极大值
,

即

\
’

沙

、
. . . . . . ~ ~ ~

.

-
一

一
-

一
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ `
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m a x d (丝 (产 ) ,,丘 (产
,

) ) = d (互 (产 )
,

红 (产
,

) )

}产 一 产
,

}蕊
口 (仓)

产
,群 ,

〔 〔 o
,

( (鑫) ) 」

假定 产 < 矿
.

C l a i m 1
. 由于 , < ,

’ ,

故可以取 0 < 。 <
音} , 一 ,

,

`使得 当

。 时
,

有
。 < u’

.

}产 一 川 < 。 ,

}矿 一 少 } <

c la i m :
.

对于任意
。 ,

可以取 。 < 。 ,

< 喜
氏

O
使得当 全鑫( a’ 时

,

{t, }
。 任 〔o

,

( (左) )〕
,

}产 一

。
} < 时 笋 曰 其中 产 任 〔0

,

( (互) ) 〕
.

否则
,

若上述集合为空集
,

则对任意
。 任 〔o

,

( (全) ) 〕
,

有 }。

一 川 )
“

.

显然
,

若 产 任 [ 0
,

( (红) ) 〕二 [ 0
,

( (左) )〕
,

则只要取
” = 产 即导出矛盾

;
若 [ 0

,

( (全) )〕

仁 [ o
,

( (丝) )〕
,

则对于 。 `
~

〔o
,

( (全) i〕
,

仍可取
。 一 产
异出矛盾

;
对于 , 任 [ ( (全) )

,

( (互) )〕
,

取

U = ( (全) )
,

有 l ( (全) ) 一 川 = 产 一 ( (互) ) < ( (些) ) 一 ( (互) ) 故 ( (也) ) 一 ( (全) ) > “ > 8“
, ,

而又因为 左些< a’
,

故 } ( (鑫) ) 一 ( (左) )I < 2a’
,

从而导出矛盾
。

故 lC al m Z成立
。

由引理 3
.

映射
.

X ~ M
; ,

(热妇 ~ A (产
,

乡

为连续映射
,

其中 X 气 { (热妇 任 R X F 。

! 0 镇 产 镇 ( (妇 ) }可知
,

对任意 于> 0
,

存在满足

C l a i m l 和 C l a i m Z
~

的 。 > o
, a ’

> o
,

使得对手 左任 F : , 。 , 。 ’

e 〔o
,

( (全) ) j
,

只要 I产 一
u

l < “ ,

!对 一 少 }长
“ ,

左叁< a’
,

就有

从而有
:

d (鑫(产 )
,

互(
”

) ) <

d( 些丁户边 u(’ ) ) <

d (左 (。 )
,

左 (。
,

) ) 一 d (
·

鑫 (产 )
,

鑫 (产
,

) )

) 一 d (左( u ) J互 (产 ) ) 一 d (左( u ’

)
,

互(产
,

)

> 一 2 口

因为 占
。

一 0( 当
。
一 co )

,

故存在 N , ,

使得当
。 > N

Z

时
,

占
n

< J,.

根据上述估计
,

对任意 于> o
,

~ m 凡
口 < 二头二六

匕气气n 少夕

,

存在 N
。

) o ,

存在
a

o<
。 。

/ 4
,

存在
。 。 , u , n `

任 [ o ,

( (全
。

) ) 〕
,

满 足 }un 一 产 } < “ ,

}
。 , 。

一 产 `
} < a

选
n

鑫< 占
n

< 。 ’ ,

d( 立(川
,

丝 (矿 )) > 一 2口
, .

显然
,

由于 a’ < ` 4/
,

得到

}线 一 叽
,

} 一 }线 一 产 十 产 一 对 十 产
,

一

。

镇 协 一 un } + }对 一 un
,

} + }产 一 对 }

< 。 十 。 + }产 一 产
,

}

使 得 d (叠
。

(线 )
,

左
。

(。
, 。

) ) 一 _

un
’

< 粤 +
。 ( h )

乙 ~

( a ( k
n

)

从而
,
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n l a X d (左
。

( ” )
,

左
n

( ”
,

) ) 一 m a x d (丝(产)
,

鑫 (产
,

) )

}
。 一 u’ }簇 a( 全

。

)

。 , 。 ,

〔 〔o
,

( (里
。

) ) 〕

}户衬 }蕊
“
达 )

产
,
产

’

〔 [ 0
,

( (绝) ) 〕

) d (互
n

( u n

)
,

全

) 一 Z J > 一

n

( u n ’

) ) 一 d (互(产 )
,

叁(产
,

) 〕

誉 ￡o

4 ( ( h ) )
O

于是等式 ( 2) 不成立
。

矛盾 !

在第二种情形
,

若假设
a (妇 一 a( 全

n

) ) ` 。 ,

则一方面
,

有

( ( h ) )
a ( h ) 一 万

“

>o4n<
>

〔o
,

( (鑫
n

) )〕
,

k
。

(
。 ,

) ) =
-

粤 ￡。

2 ( ( h ) )

,

使得
:

d ( k
。

(口
。

)
,

(当 n > N
l

)
誉一乡任

另一方面
,

对于每个 左
。 ,

存在

1l l a X

口 n 一口 n ,

d ( k 、
(口 ) 互

。

(
。 n ’

)

}
。 一 。 ,

}成
a (鑫

。

)

。 , 。 ,

e 〔o
,

( (全
n

) ) j

然后
,

按前述如法炮制
,

在
u 。

附近找到 产
。 ,

在
u n ’

m a x d ( k
n

(。 )
,

k
n

(。
,

) ) 一

}
。 一 。 ,

}蕊
a (绝

n

)

。 , 。 ,

任 〔o
,

( (通
。

) ) 〕

附近找到 产
。 ’ ,

使得

m a x d (鑫 (产 )
,

绝(产
,

)
·

)

}产 一 尸 } ( a( 绝)

产
,
产

,

任 [ o
,

镇 d (绝
n

( U n

)
,

左

簇 d (鑫
。

( U 。

)
,

巫

< Z J

n

( U n ’

) ) 一 d (互 (产
。

) ,’6

(产
n

) )+ d (左
n

( U n ’

)
,

鑫

( (叁) ) 〕

(产
。 ’

) )

(产
。 ’

) )

<
誉 ￡o

2 ( ( h ) )

(当 n > N
Z
)

(当 n > N
3
)

于是等式 ( 2) 仍不成立
,

矛盾 !

至此
,

引理得证
。 .

引理 5 若 产
,

对 任 [ o
,

( (乡 )工 }声一 对 }成 a( 妒

则 d ( A .(
,

互) }仁产
,

矿〕)簇 誉

证明
:

由 H ( a( 妇
,

创 一 o
,

得

m a x d (鑫( 。 )
,

丝( u ,

) ) = ( ( (互) ) 一 a
达 ) ) f 达 ) = 誉一 a

达 )

l
。 一 。 ,

I簇
a (

.

西)

。 , 。 ,

e [ o
,

( (些) ) 〕

” 2

( ( h ) )
蕊 誉

又显然有
:

d ( A (
· ,

叁) l〔产
,

产
,

j ) ( m a x d (鑫( 。 )
,

鑫( U ,

) ) ( 誉

}” 一 v’ } (
“ (胜)

U , U ,

任 〔0
,

( (鑫) )〕

从而引理得证
。

上述引理说明
,

在典则 曲线 A (
· ,

妇 上的每一条子 曲线
,

只要其 片 参数的变化量不超过

l
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。 (绝)
,

则该子曲线的 J
一

直径就不超过特定 J
一

长度

可用基本极值曲线来连结
。

粤
·

于是
,

对于这样的子 曲线
,

其两个端点

定理的证明

为此
,

我们先作一些准备工作
。

_
.

_ ~ 一
_ _

、

_
. 、

「( ( h ) ) 〕
_ 卜 一

_
.

_ ; _
. .

…
` _

_

…
、 .

`

_
.

_

盯寸仕息 丝七 七、 ,
1已 n (丝) 一 }一开

二 一

}
,

找们 口 I以把典则曲线 A (
. ,

乒)分成 .n( 红〕+ 1 杀相
` a 又n 少 J -

继的子 曲线
: y ,

(互)
,

y Z

达 )
,

… …
,

y
。 ( , ,

(互)
,

欢 ( , )+ ,
(妇 其中

,

前面
, (妇 条子曲线的 片 参数的

增量都为
“ (互), 最后一条子 曲线 y

。 (之 )十 ,
(乡 的 合 参数增量等于 ( (红)) 一 ” (红) “ (妇 < “ (妇

·

若 ( (也)) 恰好等于
, (丝a) (互)

,

则 欢 ( , )十 ,
(妇 就恰好只是一个点 A Z

了
。

·

我们不妨把上述利用
。 (妇 来把典则 曲线分成相继子 曲线的方法叫做

“ a
分割 也的 户 长

度法
” 。 .

引理 6 (分割引理 ) 对任意给定的 鑫任 凡

( I ) 若 ( (绝) ) 笋 n
达 ) a

达 )
,

则存在 占 > o
,

使得对任意 左任 F : ,

左巫< 占
,

有
n
达 ) = n (全)

( l ) 若 ( (丝) ) “ n
达 ) a

达 )
,

则存在 占> 0
,

使得对任意 互任 F : ,

全互< 占
,

有
n

她 ) 一 n
链 ) = 0

或者 1
.

证明
:

在假设 ( I )的情形下
,

令

占(鑫) 垒 ( (丝) ) 一 n (立) a (鑫)

子 (人 ) 鱼
a (人) 一 占(人 )

则 显然有 。 < 夕(妇 < 。 (妇
,

0 < 子 ( h之< 。 (妇
,

因为
口
达 ) 关 于 左是连续 的

, ·

所 以对于

f创 h) 孑 h( ) }
. _ , _ _

.

{创 ,h ) 子 h( ) } :
卜 _

_ _ _
_ . _ _ _

,

_
m in {三止二

.
叫

二二二二 }
.

,

存在 占 > 0
,

占 < m i n (二立二
、 .

二止二二 )
,

使得当 k 任 F
。 ,

k h < 占时
,

有
} 8

’

s j
一

( 8
’

S J
’

- - -

一 ’ 一 一

m i n {占( h )
,

占 ( h ) }
l a ( k ) 一 a ( h ) ,

`

<

一
~ 一 4戈 n L几 少 d

- 1 )

,

冥由左鑫< 么可知 (I (妇 ) 一 ( (乡 )I 叹 2乙此时

( ( k ) ) 一 n ( h ) a ( k )

= ( ( (全) ) 一 ( (立) ) ) + ( ( (鑫) ) 一 n (丝) a (鑫) ) + n (鑫) ( a (丝) 一 a (互) )
’

= ( ( (左) ) 一 ( (鑫) ) ) + 占(丝) +
n (丝) ( a (鑫) 一 a (左) )

) 占(巫) 一 I ( (互) ) 万 ( (丝) ) }一
n (互) !a (叁) 一 a (全) }

m i n {占( h )
,

占 ( h ) }
李 占( h ) 一 2占一 n ( h ) 一

二

一于
;

, = 共一 ~ 4气 n 气 n夕
一
卜 1 )

1一4

一

`、2hù
Z、̀ù占

) 占 ( h ) 一 m i n
占 ( h )

4

m i n {占 (人 )
,

子 (入 ) }

、 “ (。 , 一

合
“ (。 )

一

合
; (。 ) > 。

同样
,

( ( k ) ) 一 n ( h ) a ( k )
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= ( ( (全) ) 一 代叁) ) ) + ( ( (鑫) ) 一 n (丝) a (互) ) + ( n (也) + 1 ) ( a (也) 一 a (左) )

一 ( a (丘) 一 a (全) )

簇 } ( (互) ) 一 ( (红) ) } + } ( (些) ) 一 , (红) a (些) } + ( 、 (红) + 1 ) } a (些) 一
a

(左) }

一 ( a (些) 一 a (左) )

一 _ 。 , 。 , , 、 .

1
芝之二 乙O , 卜 O L几 ) -卜

一二~

m l n 飞0 气九 少
~ 任 ~

,

孑 (些) }一 ( a (红) 一 a (全) )

一 、
, , 、 .

1
盏受 0 L h 夕

`

十
.

下丁m l n 戈O 火九 )
~ 乙 ~

,

孑 (互) }一 ( a (绝) 一 a (全)
·

)

一
、 , , 、 .

1
乏乏 O 气n 少 十 乍万

~ 乙

孑 (也) 一 ( a (鑫) 一 a (左) )

= (叔 h) + 孑
1

t h ) ) —
,

二 ,
’

~
’

艺
占 ( h ) 一 ( a ( h ) 一 a ( k ) )

1
: 二: : 口 吸左 少 —

.

二二
-

一 艺
占 ( h ) < a ( k )

从而
,

只要 叁左< 占
,

就有 n( 乡 一 n( 乡
.

在假设 ( n ) 的情形下
,

由于
“ (妇 关于

.

鑫连续
,

故 对于 a( 鑫)/ 4 , (乡
,

存在 母 > 0
,

占 <

a
达 ) / 8

,

使得当 全任 F g ,

全丝< 占时
,

有 }
a
性 ) 一 a

达 ) { < a
达 ) / 4 ( n

达 ) + 1 ) 此时
,

有

} ( (全) ) 一 n (红) a (全) } 镇 } ( (遨) ) 一 ( (红) ) } + n (绝) }a (些) 一 a (全) }

a ( h ) a ( h )

< 一泞= + 一于
.

-
任 任

< a ( h )

于是从上式估计可知
:

若 (( 犷
·

) ) n( 互) a( 全)
,

则 n( 乡 一 n( 妇

若 ( (全) ) < , (鑫) a (鑫)
,

则 n (全) = n (鑫) 一 l

至此
,

引理成立
。

注
:

( 1) 当 , (全)’ 一 , (仓) 时
,

则按照我们的
“ 。
分割 红的 所 长度法

” ,

可以把典则曲线

A (
·

妇 和典则 曲线 A (
· ,

妇 分割成相等份数的子曲线
。

(2 ) 当 n (全) 一 n
达 ) 一 1 时

,

按 f’a 分割 也的 所 长度法
” ,

虽然把 A (
· ,

妇 分割成
n (妇

+ 1条子 曲线
,

但最后一条子曲线 欢
( , ) + ,

(妇 却已退化为一个点
,

故实际上仍为
, (妇 条子曲

线
,

与此时 A .(
,

乡 被分割成
, (乡 十 1 条子 曲线数 目相等

我们利用
“ 。
分割返的 片 长度法

” ,

可以把典则 曲线 A (
· ,

些) 分成
。 (乡 + 1条子曲线

,

由

上节的引理 5 可知
,

每条子 曲线的 J
一

直径 ( 瞥

记分成 的 n( 妇 + 1 条子曲线 { y ;
(鑫l) i 一 1

,

…
,

袱妒 十 1} 的各 自的未端点为

z ,
(互)

, 2 2
(互)

,

… …
, z n (红、

(互)
, z n (泛, + 、

(绝)

显然 二 n ( , )+ ,
(乡 一 A

。 , .

记 y ,
(妇 的起始点为

z 。
(巫)

,

则显然有
z 。

(妇 一 A , ,

于是每两点
2 1一 , ,

iz

之间可 用 基本极值 曲线相连结
。

若 欢h()
、 ,

(妇 已退化 为 ` 点 A
Z ,

此 时
z

n(A
)
(鑫) 一 A Z ,

zn (、 )十 ,
(妙 一 A Z ,

则我们约定连结 zn ( , 。
(妇 和 几 (、 )十 ,

(妇 的基本极值曲线就只有一点 A
Z ,

这

样把相邻两点都用基本极值 曲线连结
,

就得到一条折极值曲线 酬之’ (绝)
,

记该折极值曲线所

在的 rF 包 he t 曲线类 为 夕()A (红) ; 当 叁取遍 F :

时
,

记上述得到的所有 这种折极值曲线类

到立’
(妇 构成 互F : ,

即
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红F
。

= {艾
” `之, (互) I互任 F :

}

显然
,

每条折极值曲线 梦 , (妇 在 互F :

中是 A
I A Z
一 同伦于 g 的 l1[

.

故 互F 。

仁 凡
.

引理 7 (形变引理 ) 存在 F :

上的形变 D
: F g x l 一 F : ,

满足
:

旦达
,

0) 一 仓

D (绝
,

1 ) = 互
” `也 ,

(五)

证明
:

对于任意 叁任 F : ,

其典则曲线 A .(
,

妇 可用 户 长度来参数化
,

记前述在 A .(
,

乡 上

的 相 继点 { 2 1

达 ) }i 一 。
,

1
,

…
,

n( 妇 十 1} 相对应 的 所 参数值分别 为 产。
(叁)

,
产 ;

(鑫)
,

… …
,

召
, 1 ( , ,

(绝)
,
产

n ( , )
一

卜 ,
(乙)

,

显然
,

产;
(鑫) = i a (鑫)

,

i = 0
,

1
,

2
,

…
, n (互)

产
。 、逛 , + ,

= ( ( b ) )

对于 7 1
(妒 上的点 尸

,

其 所 参数可表为
:

( 1 一 t )产
;一 ,

(互) + t 产;
(互) i 一 1

,

…
, n (鑫) + 1

于是
,

我们对 。 < t < 1
,

引进记号 对 (乡
:

居 (互) 皇 ( l 一 t )产卜
1
(巫) + t 产i

(红) = 1
,

…
, n ( h ) 十 1

显然有
:

居 (互) = 产卜 1
(丝) + t a (五) i = 1

,

…
, n (鑫)

风 (绝) + 1
(互) = 产

n

(互) + t ( ( (红) ) 一 产
。

(也) )

可 能会出现这样的情形
,

对于某个
` (0 < : < 1 )

,

点 尸 与 y ;
(妇 的起始点重合

,

这时我们称

居 (妒 是
“
例外

”

的
。

下面定义形变 D
: F 。 X l 一 F g

当 ` 一 。 时
,

定义 D 达
,

0) 三 立 ( 举 鑫任 凡 )

当 ` 一 l 时
,

定义 D达
,

l) 一 穿()A (妇 ( 举 丝任凡 )

当 0 < `
长 1时

,

如下定义
`

D (丘
,

t)
:

先固定红和 t
,

我们将先定义连结 A ,

到 A
Z

的一条曲

线 澎 (乡
,

记该曲线所在的 rF 己“ h “ t 曲线类为 kt 达 )
,

于是就令 D 达
,
` ) 基夕(乡

·

定义 犷(犷 的

承载为有限多条相继的曲线
,

其中每条曲线都有各自的参数
,

但它们的并作为整条曲线仍可

以参数化
。

对整条曲线的参数化可依据下述约定 三

设 k l ,

k Z

为两条相继的曲线
,

k ,

的末端点即为 k :

的起始点
,

那么沿 k , ,

k :

的轨迹得到的一

条 曲线 久可以如下参数化
: 久上沿 k ,

的轨迹得到的一条子曲线沿用 k ,

的参数
,

设 尸 为 义上沿

k Z

的轨迹得到的一条子 曲线上的一点
,

指定其参数值为
二 十 C

,

其中 扩为 尸 点作为 h Z

上的点

时按 k :

的参数化所具有的参数值
,

而 C 为一个常数
,

C 的取值使得 义的参数在 k , ,

k :

的交接点

处连续
。

以上这种参数化约定的合理性可参见「l j
.

根据上 述约定
,

在 。 < 才 < 1 时
,

对于 艺 (妇
,

把 y
`
(妇 的起点和 y i

(妇 上具有参数值

居 (妇 的点用基本极值曲线 月 (妇 连结起来
,

而 y
`
(妇 上后面余下的 ` 段子 曲线 尺 (巫) (即 尸

点与
: ;

(些) 点之间的部分 ) 保持不变
,

记 月 (妇 和 尺 (妇 相连结而得到的曲线为 抖达 )
,

当

对 (妇 为前述的
“

例外
”

时就单独用 尺 (妇 表示 洲 (妇
.

假设每条基本极值曲线已经用从其起

始点出发进行度量的 J
一

长度来预先参数化
,

而 A (
· ,

妇 的每条子曲线也 已经用 户 长度来参
,

数化
,

其上的每个点的参数值就等于它在曲线 A (
· ,

妇 上的参数值
。

因此
,

对于 t 任 (0
,

1 )
,

记 澎 (鑫) 即为连结上述 n( 妇 + 1条相继的曲线 芳 (妇 所组成的曲
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线
,

kt (绝) 的参数化采用上述参数化约定方法
,

于是
,

定义
:

D (冬 t) 鑫 夕(乡 举 鑫任 F , ,

举 t 任 (0
,

1)

容易看 出
,

这种定义和前面定义的 p她
,

0) 和 D 伍
,

1) 是相融合的
。

于是若记

k `
(叁) 一 夸

” (色, (红) 举 红任 F
g

驴 (妇 = A .(
,

妇 举 互任 凡

则得到

D (鑫
,

t ) “ 左
`

(鑫) 举 ( t
,

绝) 任 [ 0
,

1〕 x F 。

剩下的问题便是证明 D (些
.

,

t) 的连续性
。

考 虑 到 k `。
(互

。
) k

:

(互) 镇 k
: 。

(互
。

) k
:

(红
。

) + k
`

(红
。

) k
`

(红)
,

我
.

们 将 对 k
! 。

(红
。

) k
:

(红
。

) 和

k
`

(丝
“

) k
`

(立) 分别作出估计
。

第一步
,

先考察 矿 (少k)
`

(彭)
.

这里 (t0
,

彭 ) 任 〔0
,

1〕 x F ,

是预先任意给定的
。

2 1
( h “

)

E :

衅
p (居 (互

o
) )

p (对
。

(鑫
”

)
、

)
z ;一 ,

(鑫
0
)

对于对&(0 ) 和狱 40)
,

因为可(40 ) 和 t(E 40) 作为基本极值曲线
,

侧
。

(少) 和 风 (少) 作为
。

(A
· ,

妇 的子 曲 线
,

由 引理 2 租引 理 3 可 知
,

对任意
￡ >

.

0
,

存 在 于
i

> 0
,

使 得 当

州州可 (40 ))
,

尸 (川b0) ) ) < 讯时
,

有
.

.

可 h(0 )IE h(0 ) < 不
-

二共

一一 一 石气n 欠九
一
少一 1 )

尺 {
。

(入
。

)尺:
。

(入
。
) < C

8 ( n ( h o

) + 1 )

而对于上述 于
、

> 。
,

由于 尸 (拭
。

(彭 ) )和
尸 (斌 (少) )作为 A .(

,

妇 上的点
,

故由引理 3 可

知
,

存在 言
;

> 0, 使得当 }丫 (彭 ) 一 对 (彭 l) < 言
i

时
,

有

d ( p (对父叁
。

) )
,

p (居 (互
。

川 < 于
i

又由川少 ) 的定义可知
’

,

存在
。 、 > o

,

使得当 }
。 一 t0I <

。 ;

时
,

有 }丫 (少 ) 一 从(少 ) } < 言
1

.

综

合上述便得
:

对任意
￡ > o

,

存在
a `

> o
,

使得当 {t 一 lt0 < 。 ;

时
,

有

衅 h(0 f)E h(0 ) < 二一嘉一
·

~ ~ 匕 L n L h ”
少十 1 )

尺:
”

(人
。

)尺 : ( , 。
) < 丁 , 共一 , 甲

一 ` 、

` ’

一
’ 、 泛 一

8( n (ho ) + 1)

从而有

对 h(0 )欢h(0 ) <
~

片 , 探冬, 去
~ ~ 住 、 n气 n ’

少 一 1
、

}

于是
,

对每个 对 (少) 和 欢呸
。

) 都这样做
,

得到
0 1 , 。 2 ,

… , 口n ( 卜。 )千 1 ,

只要 }t 一 t o

} < 口 i ,

就有
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对 (h0 )荞 ( h0) < 一一奏 -一
~ ~ 4气 n 气九

一
) 一 1 )

取 。 = m in {。
, ,

…
, 。 n ( h 。 ) + ,

}
,

则对于任意
。 ) o

,

存在
。 ( 人 O ) + l

= 1
,

2
,

…
, n ( h o

) + 1

。 ,

当 }t 一 t0 I < 。
时

,

有

*
,。

(也
。

)*
`

(鑫
。

) 镇

第二步
,

考察 澎 (少k) : (妇
.

艺 对 (丝 , ) “ 少’ <备

先假设袱彭 a) (彭 ) 并 ( (少 ))
.

于是
,

存在 占
。

满足分割引理 6 中占的条件
,

使得对于任意

妊 凡
,

丝
。

< 占
。 ,

红能被
。 (妇 分割成

。 (互) + 1条子曲线
,

梦能被
。 (彭 ) 分割成

,

呸
。

) + 1条

子曲线
,

并且 由引理 6 可知 n( 妇 一 , (丘
“

)

对于 刀 (彭) 和 欢(也)
,

由引理 2
,

对任意
。 > O

,

存在占> 0
,

使得当司 iz
一 1

(鑫0)
,

iz 一 1
(互)) <

a 和 d ( p (洲 (也
。

) )
,

p (居 (互) ) ) < 占时
,

有

月 (少’ “ ,̀ “ , <
·

示奋六不
又 由引理 3

,

对于 上述 占 > 0
,

存在
。 ,

> 0
, 。 2

> 0
,

使得 当 互达< d Z ,

以及 }角
一 1

达
”

) 一

角月 (妇 ! < 。 ,

和 }对 (少) 一 从 (红)I < 。 ,

时
,

有

d (
2 1一 、

(鑫)
, 2 1一 ,

(巫
0
) ) < 占

d ( p (居达
o
) )

,

p (对达川 < 占

而对于上述 内
,

由于 。 (妇 关于 互任 F ,

是连续的
,

故存在
r ,

> 。
,

使得当鑫少 < r ,

时
,

}
。 (妒 一

。 a (丝
。

) { < a ,

/ 2 ( n
达

。
) +

·

1 )
,

从而
,

有

}片
一 1

(少 ) 一 角一 ,
(丝)I

!居 (红
o

) 一 居 (互) }

( i 一 1 ) a l , a , ,
_

一
二二 , - 二弋~ 胃弋-气 - - : 气~ <、 下丁 < 、 a l

艺 L n 又h ”
) 十 1 )

.

乙

= It 川 (丘
。

) + ( 1 一 t )产卜
,
(互

。
) 一 t 片 (丝) 一 ( i 一 t )产

;一 ,
(红) l

( t l产
;
(红

。
) 一 产 i

(红) } + ( 1 一 t ) l产
i一 、

(鑫
0
) 一 产;一 、

(红) l

<
警

+
警
一 。 ,

于是
,

只要 丝少 < r 、
< 氏

,

就有 月 .(彭)尽 (妙 < ` / 4 ( 。 (少) + l) 别卜
,

对任意
` > 0

,

存在
r Z

< r , ,

使 得 当 仓互
。

< r Z

时
,

R : (互
。

) R : (丝) < 。 / 4 ( n
达

。
) + 1 )

.

从而
,

当 鑫
。

鑫< r Z

时
,

有

艺 (40 讲 (犷 < 盯 2 ( 二 (少) + 1)
.

对于每个 若 (少) 和 芳 (妇 都这样做
,

则只要 红呸<
r

就有

k
`

(些
。

) k
`

(红) < ` / 2
.

对于 ( (少” 一 , (少 )。 (少 ) 的情形
,

同样可以证明这个结论
,

仅是叙述上的差别而矣
,

其

本质是一样的
,

故略
。

因此 ,综合上述两个步骤知
,

举
·

。 > o
,

日 。 > 0
, : > o

,

当 lt 一 t0I < 。 ,

互少 < r
时

,

有 任

*
: 。

(* 。
) *

`

(、 ) < 喜 + 喜 = 。

~ ~

“至此
,

我们证明了映射 D 的连续性
,

故 D 确为形变映射
。

形变引理得证
。



费文滔
:

光滑紧流形上的 F
r ohc te 数 3 3 7

由于 D 为形变
,

故 D 达
,

0) ~ 气 (妒 与 D (丛 1) ~ 穿
( , (犷 为同伦映射

,

从而它们诱导

出同调群上的同构
,

即 F
。

上的同调群与 红F
:

上的同调群同构
。

所以
,

rF 6 c h et 数 风即 F
。

上的

i
一

连通数等于 互F
:

上的 i
一

连通数
,

而我们知道
,

这种折极值曲线组成的空间 红F
。

的 i
一

连通

数至多为可数无限
,

从而我们得到本文的主要结果
:

定理 rF 亡。 he t 数 R i

至多为可数无限
。

结合 M
.

M o r s e 在〔4」中的结论
,

有

推论
:

光 滑紧致流形 M
。

上的 (J
,

g 卜 型数 m 尹不小于 M
。

上的 rF 改h et 数 风
.

即 m舒)

R ;

这里我们不需要 M or s e
在 [ 4」中对不等式在 m尹为无限时所作的约定

M
o r s e

M o r s e

L a l记 15

M o r s e

曹建 国
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