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广
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关键词

给 出 7 2
一

距离空间上二类膨胀型映射的 不 动点定理
,

并进行 了相应 的推

2
一

距离空间 ; 膨胀型映射 ; 不动
.

点 ; 满射

在文献 [ 1」中
,

G ha le r
首先引入 2

一

距离空间的概念
,

并较深入地讨论了这一空间的拓扑

性质
。

关于 2
一

距离空间映射的不动点定理的研究
,

是在 1 9 7 6 年由 15已ik 等人开始的z[]
,

他们

把众所周知的 aB an hc 压缩映射原理推广到 2
一

距离空间
。

随后又有许多数学工作者进一步

地研究了 2
一

距离空间的不动点理论
,

如 K h a n ,

F i s
h e r [ , ]

,

R h o a d e s [̀ 〕以及我国的张石生等人
,

在文献「5」中
,

对于 2
一

距离空间中压缩型映射的不动点定理
,

作了较为系统的论述和介绍
。

在 2
一

距离空间中
,

做为与压缩型映射相对应的膨胀型映射的不动点定理
,

目前 尚未见

有关结果
。

本文将提出二类 2一距离空间中的膨胀型映射
,

并研究其有关的不动点定理
。

为了叙述方便起见
,

先引入如下的定义
。

定义 1 ( X
,

d ) 称为 2
一

距离空间
,

如果 X 是一距离空间
,

d 是定义在 X x X 只 X 上满

足下述条件的非负实值函数
:

l) 对每两个点
a ,

b 任 X
, a 笋 b

,

存在一点
` 任 X

,

便得 d a(
,

b
, 。 ) 并 。 ;

2) d a(
,

b
, ` ) ~ O

,

当
a ,

b
, `
中至少有二点相等

;

3 ) d ( a ,

b
, c ) = d ( a , c ,

b ) = d ( b
, c , a ) ;

4 ) d ( a ,

b
, ` ) ( d ( a ,

b
,

x ) + d ( a ,
x

, 。 ) + d ( x
,

占
, c )

,

其中 x 是 X 中任意一点
。

定义 2 设 (x
n

} 是 2
一

距离空间 ( X
,

d) 中的序列
。

{x
n

} 称为 X 中的 C au hc y 列
,

若

l i m d ( x
。 ,

x m , a ) = 0 V a 任 X

{x
。

} 称为 X 中的收敛序列
,

若存在 x 任 X
,

使得

1im d ( x
。 ,

x
, a ) = 0

,

V a 〔 X

并记 x
。

一 .x

2
一

距离空间 (X
,

d ) 称为完备的
,

若 X 中每一 C a u C h y 列都是 X 中的收敛列
。

收稿 日期
: 1 9 9 3

一

0 5
一

3 1
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下面将给出主要结论
。

定理 l 设 ( X
,

d) 是完备的 2
一

距离空间
,

了 为空间上连续的 自映射
,

且为满射
,

对 于

V 乙 y,
“ 任 X

,

存在 h > 1
,

使得

d ( ,1
’

二
,

,I
’

夕
, a ) ) h m i n { d ( x

,

夕
, a )

,

d ( x
,

7
’

x
, a )

,

d (少
,

7
’

少
, a ) }

则 7
’

在 X 中存在不动点
。

证 明
:

对 V 二。
任 X

,

由于 T 是满射
,

故其原像存在
,

不妨取为 x , ,

使 7 ,x
,
一 x 。 ;

再取 x :

的

原像为 二 2 ,

使 了
’

二:
一 二 , ; … … 这样继续下去可得到点列 {x

。

}
,

使 了 ,x
。

一 x
。 一 :

.

结合题设给出

的条件
,

有

d (工
1 ,

了 。 , a ) ~ d ( ,I
’

了 : ,

7
’

工 : , a )

) h m i n

{ d (二
: ,

.

r l , a
)

,

d (二
: ,

x . , a )
,

d ( x l ,

x 。 , a ) }

一 h口 (犷
: ,

了 l , u )

即
、 (犷

: ,
了 1 , 口 ) 、

贵
“ ( 工

, , 、

T
· 1 , ·

)

同理 、 ( ·
3 ,

X Z , a ) 、
贵

、 ( X Z ,

j 、
一 )

归纳之
,

对 任意的
, ,
有

、 (了
。 一 , ,

了
n , d ) 、

士
d ( 了

。 ,

X
n 一 l , a )

、
杀

“ (x
。 - · ,

/

一
“ ’

镇 … …

、
分

d `了 , ,
士 。 , a ’

下面证 {二
。

} 为 C a u e h y 列
,

取正整数
, , , , n ;且

, ,

< m
·

d (二
。 ,

二 m , a ) 镇 d (二
。 ,

,
。 ,

x
。 、 ,

) + d (二
。 ,

x
n + . , a ) + d ( x

。 二 1 ,
二 m , a )

镇 d ( 二
。 ,

二 , , ,

二
l、飞

) + d (二
。 ,

x
n 十 1 , a ) + d (二

n 一 , ,

二 m ,
x

n + 2
)

+ d ( J
。 , 1 ,

了
n _ 2 , a ) + d ( x

n , : ,

了
n 、 , `; )

镇 d (二
。 ,

二
n _ , , `

r , 、

) + d (二
。 ,
二

1一 , , a ) + d ( 二
n 一 , ,

二
n 一 : ,

二m
)

+ d ( .T
。 _ : ,

工
n _ : , a ) + d (工

。 一 : ,
了。 ,

x
。 一 3

)

+ d ( 了
1 _ : ,

了
, 1 _ : , a ) + d ( x

。 + 3 ,

x m , a )

蕊 … …

镇 d (二
1、 ,

二
。 一 , , 一

二 m
) + d ( x

。 十 , ,
x

。 , : ,

二 m
) + … …

+ d ( 犷
m Z ,

J
n , 一 , ,

了 m
) + d ( x

n ,

工
n 二 , , a ) + d ( x

n + l ,
x

n + 2 , a )

… … + d ( x m 一 l ,

工
I。 , a )

+

点 {
、 (二

, ,

二 。 ,
二 m

)

n ~
“

/
+

1一尸

+

!
镇

+ 奥十 … …
n

+

点 {、 ( x 、 ,
二。 , 。 )

n
`

,

由空间的有界性知
,

存在 K > o 使

d ( a ,

b
, c ) ( K

,

V a ,

b
, c 〔 X

故有
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汀 ( X
n,

X 。 , · ) 、 2

}示
+ … …

n
充分大时

,

有

1im d ( x
。 ,

x m , a ) =

+

兴 {K

九 …
.

j

~
,

~ ,

1 , , 二。 、 l ,

浏

狡 n 尹
) 1

, 几一 吸
、

l
,

自父臼
几

即 { x
。

} 为 C a u e h y 列
,

由空间的完备性
,

可知有
u 〔 X

,

li m 二
。

= u
.

, 月 ~ 图

由于 x
。

~
u ( ,

~ co )
,

同时考虑到 x
。 一 l

一 ,I ,x
。 ,

根据 ,I’ 的连续性
,

得了
,

二
。

~ T u ,

又因为
x

n 一 ,

~
u ,

故有
u = ,I

’

u
.

很 明显
,

定理 1中 T 的不动点集为闭集
。

因为
,

若 x
。

~ x 。 ,

且 二
。

一 7
,

二
。 ,

由 ,l’ 的连续性 xn

~ T x
。

~ T x 。 ,

故 x 。
一 T x 。

.

下面来看一下映射对的情况

定理 2 设 ( X
,

d ) 是完备的有界 2
一

距离空间
,

S
,

T 为空间上的连续 自映射
,

而且是满

射
,

满足条件
:

存在常数 h > 1
,

使对任意的 x
,
y

, a 任 X
,

有

d ( S x
,

了
’

少
, a ) ) h m i n {d ( x

,
夕

, a )
,

d ( x
,

S x
, a )

,

d (夕
,

,j
’

夕
, a ) }

则 S
,

T 在 X 存在公共不动点
。

证明
:

对 V x 。
任 X

,

因 S 为满射
,

故可取 x 。

的原像为 x : ,

使 x 。
一 S x : ; 又因 T 为满射

,

故

存在 x : ,

使 x ,
一 T x : ; … … x Z。

一 S x nZ + : ,
x nZ + ,

~ ,I
’

x Z。 十 2 ,

… … 由此得序列 {x
。

}

用类似于定理 1 中的证明方法
,

得

及

综合之
,

有

、 ( x Z n · , ,
x Z。

一
, a ) 、
贵

d ( x Z。 ,

X Z。 + 1 , a )

、 ( X Zn + 2 ,
X Zn + 3 , a ) 、

贵
、 ( x Z。 + 1 ,

x Z n + 2 , a )

J (X
。 ,

X
。 + 1 , · ) 、

贵
J ( X

。 一 : ,
X

n , a )

、
杀

d (X
· - 2 ,

X

一
’

镇 … …

、
示
“ `X 。 ,

二 1 , · ’

类似地
,

可证出对于正整数
n ,

m
, n < m

,

与定理 1 中证明相似 的结论
。

一 了1

二
1 )

.

。 气xn
,

xm,
“ ’ 气 (万 十 ”

’

“
`

十 丽
二厄

)
d L

xl, xo
,

几 ’

1 1
, ,

二
“

… 州卜 丁二二二下 l a L X
, ,

X
O , a )

n ~

”
+

1一护
+

由于空间的有界性
,

则有 K > O
,

使

d ( a ,

b
, c ) 簇 K

,

V a ,

b
, c 任 X

d ( X

一
, 镇 2

(
~

.

… +

告 {K
,

又 、 > 1
,

李
n

一 ’

产 n

1i m d ( x
。 ,

x m , a ) = 0

< 1
,

故当
n
充分大时

,

有+
1一尸

故有

即 {二
。

} 为 C a cu h y 列
,

再 由空间完备性知存在
“ e X

,

使h m 二
。

-

下面证明
u 是 S

,

T 的公共不动点
。
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由于 x
。

~
u

.

而 了份
2 。

一 几
n 一 , ,

由 T 的连续性
,

得 了 ,x
2。

~ ,I ,u
,

又 xZ
n 一 ,

~
“ ,

故有 ,l ,u 一

七再根据
,

S燕
。 + ,

一 x2
。 ,

以及 S 的连续性
,

同理可证 S u 一 “
.

即
u 是 S

,

了 的公共不动点
。

证毕
。

与前面的相类似
,

还可以推广到更一般的情况
。

定理 3 设 X 为完备的有界 2
一

距离空间
,

T 为其上的连续自映射
,

而且是满射
,

存在有

函数 抓 t )
: R +

~ R + 一 「o
,

oo )
,

使得对 V 声
,

y
, a 任 X

,

都有下式
:

州 d ( ,I ,x
,

了
’

y
, a ) ) ) m i n {d ( x

,

y
, a )

,

d ( x
,

7
’

x
, a )

,

d ( y
,

7
’

y
, a ) }

而对 V t 任 ( 0
,

。 )
,

有

艺厂 (t) < + co
,

少不减

而且 袱 0) 一 O

则 T 在 X 中存在不动点
。

证明过程与前定理类似
,

故略
。

下面将给出另一类映射的结果
。

定理 4 设 ( X
,

d) 是完备有界的 2
一

距离空间
,

T 为空间上连续的自映射
,

且为满射对于

V x

则 7
’

,

,
, · 。 X

·

存在合
< “ < 卜使得

d (了
’

x
,

了)
, a ) ) h

·

d ( x
,

,I
’

x
, a ) + h

·

在 X 中存在不动点
。

证明
:

类似于定理 1 的证明
,

可得点列 {x
:

}
,

使 T x
。

-

d ( x 且 ,
x 。 , a ) = d ( ,I

’

x : ,

7
’

x 一 , a )

d (夕
,

了
’

夕
, a )

x 一
: ,

结合题设条件有
:

》 h
·

d ( x 之 ,
x , , a ) + h

·

d ( x ; ,
x 。 , a )

/ 1 一 h
, ,

a 火X
, ,

X 一 在 J 盏赴 - - 六产- 一 a 气X
l ,

X
n , 口 少

n

同理
:

己 x(
3 ,

x Z , 。 ) 镇牛二 、 x(
2 ,

x l , 。 )

几

, 门 一 h ) 2

毛
,

1 we we es ; 一一- 】 以 ( x
, ,

x
。 , a )

一

、 h )

归纳之
,

对任意的
n
有

d ( X
· · 1 ,

X

一 , 镇

(宁 )
”

d ( X l ,
X 。 , · )

同定理 1 之证明
,

可得

d ( x
。 ,

x m , a ) 镇
1 一 h

h

{ 1 一 h ) 明 一 2〕
十 … 十 } 一一一丁一 ) 1

.

\ 几 / J

d ( x , ,
x 。 ,

x m
)

1 一 h

h

{ 1 一 h 、 阴 一 l 〕
十 … 十 } 一下

-一一 ! }
.

\ n I J

d ( x ; ,
x 。 , a )

才尹̀.1,es,、

.

!
一leeesL尸|||ú

!

由空间的有界性知
,

存在 K > O
,

使
、

/
_
厂门 一 h )

”

二
{ l 一 h )

, 一 ’
1 。

a 气x
n ,

x m , a 少 盏之 乙 } l 一一了一一 l 十 … 寸
一

l
一

一二一一 1 1
.

八
L \ n / \ n ] J

~ 1 一 h _ . 上 , _ 、 , ,

一
, 、 : _ L

一
关 一一下 , 一 夭 1

,

故白 n 允分灭 口丁
,

月
I L
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1i m d ( x
。 ,

x m , a ) ~ 0

即 {x
。

}
,

为 C a u e h y 列
,

由空间的完备性
,

可知有
u 任 X

,

l i m x
。

= u
.

由于 x
。

~ u(
n

~ co )
,

同时考虑到 x
n 一 ,
一 T x

。 ,

根据 T 的连续性
,

得 了 ,x
。

~ T u ,

又因为

x
n 一 l

一
“
故有

“ 一 T .u

证毕
。

接下来研究定理 4 中映射的不动点个数问题
。

引理 设 X 是完备的 2
一

距离空间
,

T 为其上的如定理 4 所给出的膨胀映射
,

且为一一

对应
,

其逆射为 G
,

x 为 T 的不动点
,

E
二

一 丈川 G勺 ~ x
, n

~ oo }
.

若 E
二

有聚点
,

则聚点唯一
。

证明
:

显然 E
:

并沪
,

设 x 。

为 E
二

的聚点
,

则有点列 ( x 、 }二 E
: ,

x 、 共 x 。 ,

且 x k

~ xo
.

由于 T

与 G 均是一一对应
,

由 x 、 笋 x 。 ,

有 G x k 毋 G xo
.

则由

d ( x 、 ,
x 。 , a ) = d (了

’

G x 、 ,

7
,

G x 。 , a ) ) h d ( G x ` ,
x 、 , a ) + h d ( G x 。 ,

x 。 , a )

当 h ~ co 时
,

d x(
k ,

x 。 ,

a) 一 。
,

又 h > o
,

则由上式有 d (xG
k ,

x 、 ,

a) ~ 0
,

同时注意到 x 、
~ x 。 ,

故有 G x `
~ x 。 .

重复上述过程可得

G
Z x 、

~ x 。
( k ~ co )

从而可得下述关系
:

X I ,

工 2 -

G x l ,

G x Z ,

G
Z x , ,

G
Z x Z ,

G
.

x , ,

口几
,

G
Z x 、 ,

G
.

x : ,

.知"x0,

X
.

……
山vt

?G
,

x
,,

卜

k
。
。。
。

l山下。XX

对于每个 固定的 k
,

有
:

d ( G
, x k ,

G
“ 一 ’ x k , a ) = d ( 7 ,G

. + ’ x k ,

7 ,G
阴 x 、 , a )

) h
·

d ( G
` + ’ x 、 ,

G
“ x k , a ) + h

·

d ( G
` x k ,

G
’ 一 ’ x k , a )

则

{ l二边 {
( h )

d (宁 x k ,

G
’ 一 ’ x k , a ) ) d (G

` + ’ x 、 ,

7
’

G
“ x k , a )

令

l 一 h

h

则有 d ( G
“

+l x k ,

G
· x 、 ,

a) 镇

簇

又对于任意的 m
、 n ,

且 m > n

,

1 一
,

,
. ` _ 一

一 “ ,

由言镇
“ 镇 `

,

知
“ 任 (0

,

` )

a ·

d ( G
,. x k ,

G
阴 一 ’ x k , a )

… … 簇 了
·

d ( G x k ,
x k , a )

d ( G
` x k ,

G
”

x k , a ) 蕊 d ( G
, 文 k ,

G
’ 一 ’ x k , a ) + d ( G

’ ” 一 ’ x k ,

G
’ ” 一 Z x k , a )

+ … … + d ( G
” 一 ` x k ,

G
”

x k , a )

镇 (了
一 ’

+ a’n
一 2
十 … …矿 ) d ( G x k ,

x k ,

a)



1 6 0无 锡 轻 工 业 学 院 学 报 第 13 卷第 2期

又 d (G 二 ` ,

二 k , a ) ~ 0
,

故序列 { d ( G二
* ,

.T 、 ,

a) }有界
,

即存在常数 M > o
,

对任意的 K 有

d ( G x k ,
x k , a ) 镇 M

故

d ( G
m x k ,

G勺
、 ,

a) 镇 (砂
一 ’

+ 了
一 2

+ … … + 丫 ) d ( G x k ,

x k ,

a)

在上式中
,

令 m ~ oo
,

得

、

汽
M

“ `工
,

nxG
、 , · , 镇

禹
M

而当
。
充分大时

,

可得

l

所以
,

对 V 。 > O
,

总存在正整数 N
,

使当

丫

—
八全 < C

, ,

> N 时
,

d ( x
,

G
”

x k , a ) < :
.

令 K ~

证毕
。

定理 5

oo 得
,

d ( x 。 ,
x

, a ) 钱 。 ,

即 x 。
一 x

,
x 为 E

、

的一个聚点
,

则聚点唯一
。

设 X 为 B an ac h 空间
,

( X
,

d ) 为 2
一

距离空间
,

T 为其上一一对应的如定理 4所

述的膨胀映射
,

那么 T 的不动点集是非可数集
。

证明
:

用反证法证明
。

先设 T 的逆映射为 G
,

若 T 的不动点集为 { x
n

}
,

其中
, :
为有限数或可数

。

而设 E
。

为 X 中

的一切在 G 作 用下的迭代收敛于 x
。

的点构成的集合
,

即 坑 一 {川 G
“

y ~ x
。 ,

y 任 X
,

m ~

、 }
,

由定理的证明过程可以看出 X 中任意一点在 G 的迭代作用下
,

必收敛于某一不动点
,

则

X 中的任意一点必属于某一个 E
n ,

于是

X = U E
n

根据 B al r e 纲定理
,

至少有一个 E
。

在某一球 S 中是稠密的
。

由此可知
,

S 中每个点均属

于 E
n ,

因为若 y 任 S 而 y 任 E
n ,

则 y 必为 E
。

的聚点
,

由引理知
,

y 一 x
。

任 nE
, 矛盾

。

而 X 是

B an
a C h 空间

,

则必是线性赋范空间
,

则 S 中每个点都是 S 的聚点
,

因而就是 E
。

的聚点
。

由引

理
,

S 中每个点都等于 x
。 ,

则球 S 中只有一个点了
,

这对于线性赋范空间来说是不可能的
,

所

以
,

T 的不动点集只能是不可数集
。

证毕
。
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距离空间上的膨胀型映射
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