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一种自动考虑剪切效应的

矩形层合板单元

范本隽

(机械工程 系 )

摘要 以应变能分项 插值 的思 想构造层合板单元
。

这种单元计入 了横向剪切 变形

的影响
,

且 当板厚趋薄时 自动满足 iK cr h h of f 约束
,

还具有构造 简单
、

计葬速度快

的优点
。
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0 前 言

随着复合材料在工程中广泛使用
,

对层合板壳计算方法的研究亦有许多进展
〔 `一 ’ 〕 。

在用

有限元法分析层合板的工作中
,

或使用以 iK
r c h h of f 假定为基础的

“

薄板
”

单元
,

或使用假设

结点独立转角的
“

中厚板
”

单元
。

前者不能反映横向剪切变形的影响
,

后者虽反映了横向剪切

变形但当板厚趋薄时不能从位移模式上 自动满足 iK
r C h h of f 约束

。

层合板 由于其特殊的构

造
,

一般横向剪切刚度相对较小
,

因而剪切作用较为明显
,

层合中厚板更不可忽略剪切变形
;

而在薄板情形则又 必须满足 iK cr h h of f 约束
。

但是中厚板与薄板之间并没有截然划分
,

再者

对层合板也不能仅以厚度来判断剪切影响的大小
。

因此
,

本文在吸收
、

改进文献 [ 4〕提出的一

种考虑剪 切变形的板单元的基础上
,

构造了考虑剪切变形的层合板单元
,

它在板的弯曲刚

度与剪切刚度之比 D / C 较大时
,

计算结果与中厚板理论一致
; 而当 D / C 趋于零时

,

计算结

果与薄板理论相同
,

不存在某些考虑剪切变形的板单元遇到的剪切 自锁问题
。

因而能方便地

应用各种厚度和各种刚度的层合板计算
。

1 单层板的位移模式

1
.

1 考虑剪切变形的梁变形函数

本文对位移进行插值是以一种 自动考虑剪切影响的梁变形函数为基础的
,

具体推导见

文献 [ 4」
。

如图 1所示的梁单元
,

1
、

2 为结点
,

w
, 、

w
Z

为结点挠度
,

必
; 、

必
:

为结点转角
。

挠度和
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转角插值函数为

( w子) = G}( 宁) w
:

+ IG {( 子) 必
l

+ G若( 匀 w
:

+ IG}( 句人

1
: 沪( 子) 一 宁J ;( `) w

l
+ J }( 子) 必

,

+

于
“ : (` , W

Z
+ 了̀ (` ,盛

其中

( l )

图 l 梁单元

G志(匀 -

G } (匀 -

G若(匀 -

祥孚
月占(` ’ +

长汤
月 }“ , +

汁尹
若(` , +

击
(` 一 ` ,

丽聋丽
(` 一 `”

1译护

G { (匀 ` (` , 一

对饰
(` 一钧

一

汁洲
百(` ’

下幸, 月附 , +

态
(` 一 ` ,

万粉
言(` ’

( 2 )
、 J、 .1亡、户C了、了.、,J0

.

.J..孟

J若(匀

“ $() 布十汤
月

油
十

+ 甲

式中 甲一 12 D / lC
,

为无量纲参数
,

H 吞(句 等为 H er m iet 三次多项式
:

H乙(匀 一 1 一 3户 + 2户 H l防 ) ~ 宁一 2户 十 户

H 若(匀 ~ 3尸 一 2户 H { (匀 ~ 一 宁 十 户

可见当 D / C ~ 0 时自动退化为不考虑剪切变形的梁
。

( 3 )

1
.

2 单层板的位移模式

这里所说的单层板
,

后面将作为层合板中的某一层
。

因此要考虑弯曲与拉压的藕合
。

对

图 2 所示的板单元
,

结点位移
、

转角为

{氏 } 一 「“
. v ,

iw

况m 刃 m
切

m

沪
x .

功孙

汽
m

沪
, m

u , v J

w
J

沪
x 」

必
。

u 。 v 。

w
。

沪
x 。

沪
y。

〕
T

( 4 )

、||||丈

!
民民氏氏…

|七

…
、

与结点在同一平面内
、

坐标为 x
、
y 的点 P 的位移

、

转角为

{占
。

} = [
u 。 。 。

w 必
二

必
y

〕
T

与 P 点在同一法线上的点的位移
、

转角为
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尹

户
必

、 m

P
〔 x

.

y )

沪
、

曰 】

f分

图 2 单层板单元

{ a } = 仁
u v w 人 沪

y

〕
T

( 6 )

其中 u ~ u 。
( x 刁 )一 z必

二 , v ~ v 。
( x 刁 )

一 z沪
y

.

故应选取适当的插值函数对 u0
、

v0
、

w
、

必
: 、

沪
,

进行插值
。

通常为保证有限元计算结果单调收敛
,

板的挠度函数应具有足够的连续性
,

这使 问

题复杂化
。

事实上有许多成功的板单元往往

放松 了某些连续性方面 的要求
。

本文采 用

K i k u e h i 提 出的
“

应 变能分项插值
”

与
“

元素

分项协调
”
的概念仁5〕

,

即
,

位移 函数在单元间

的连续性分项满足应变能表达式中各项对连

续性的要求
,

使计算的应变能收敛
,

就有可能

构造出收敛的单元
。

为此推导应变能表达式
:

:
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( 9 )

根据应变能 U 的表达式
,

在单元内进行如下的分项插值
;设板在 x

、

y 方向的弯曲刚度为 D
I , 、

D 2 2 ,

剪切刚度为 C
, 1 、

C Z: ,

在 x 方向插值时 G乙份 )
、

大 (匀 等函数中的 甲取 仍
,

妈 -

、 , ,
,

~
_

. 、 、 , ,

_
。 , . ,

_ 1 ZD
, ,

万问于亩但盯区些幽敌甲的 沪取 典
,

姚 一 万 下苦
.

七 2 2 U

ZD
I ,

C
1 1a 2 在 y

2
.

; 计算罄和 (架一 汽 ) 时用
仁又之 叹几丈

二 = 仁G ; (子)w
,

+ a G } (右)必
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J
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: 」

] ( l 一 刁)

+ [ G } (右) w
n

+ a G } (右)沪
: n

+ G且(宁) w
。

+ a G { (子)沪
二。

]刀
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4 计算 《
,

弓
,

欢
、
及分布荷载作功时用

( 1 2 )

u 。
= ( l 一 泞) ( 1 一 甲) u i

+ 子( l 一 甲) u 』
+ 泞亏u ,

+ ( l 一 宁)甲u 。

v o
一 ( l 一 奋) ( l 一 甲) v

,
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( l j )

w = ( 1 一 泞) ( l 一 夕) w
,
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』
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m
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。

上述位移模式改变了文献「4」把单元划分成 4 个区
,

在 4 个区内分别插值
,

从而位移在

单元内明显间断的状况
,

使各区使用统一的插值函数
,

从而比较合理也便于计算机计算
。

在

单元之间的边界上
,

位移是按应变能分项协调的
,

但在不同插值模式之间存在某些不影响应

变能计算的不协调性
,

所以这样构造的单元是不完全协调元
。

2 层合板有限元格式

如图 3 所示
,

将层合板置于坐标系内
,

使层面与 X Y 平面平行
。

按前述法则使用插值函

数
,

将单元内的位移用单元结点位移表示为

{ f } 一 乙 [N
l
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;

} ( ` 4 )
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!
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l
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J
.
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图 3 层合板单元 式中
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(1 6)

旦即旦 a x

J一即
Z

刁

击
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旦即旦 a ro

J一 a roJ一即O
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J一即

0 0

为微分算符
;

[B 【

]( l一 i
,

]
,

m
,

的 为单元应变子矩阵
,

它的各元素见附录
。

层合板的材料多为正 交各向异性材料且一根弹性主轴方向与板面法线即 Z 轴方 向一

致
。

若另两根弹性主轴方 向与 X
,

Y 轴方向一致时
,

第 K 层的弹性矩阵 [D
K

〕可表示为

A 一 A 一2

A
12

A
z Z

[D
K

] = ( 1 7 )

E
,

其甲 A , ,
-

—
,

A , :
-

1 一 产 12产 1 2

0

E

1 一

0

1产 2 2

,

产 2一产 1 2

0 0

0 0

G
1 2 0

O G
一3

0 0

E 2

l 一 I, : 一产一2

G
Z s

A z z

若另两根弹性主轴方向与 X
,

Y 轴夹角为 夕时
,

需对弹性矩阵作坐标变换
:

[户
K

〕 = 〔了
’ .

j
T

[D
K

j [ 7
’ .

〕

式中

( 1 8 )

「了
’ 。

〕

e o s 2
8
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一 Zs i n oc
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夕

0

O

5 i n 2
8
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Z s i n oc o s
s

0

O

s i n 决 0 5 8

一

5 in oc
o s 夕

0 0
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e o s 2
8 一 s in 2

8 ( 1 9 )

e o s
口

s i n夕

5 i n s e o s 夕

为应变的坐标变换矩 阵
。

单元第 K 层中应力

{ a
}

K

〕{。 } 一 艺 [ 5
1

〕{占l } ( 2 0 )
l ~ , .

J
.

阴
, ”

单元刚度矩阵

{:{{
: B 〕

了

仁户
·

〕〔B 〕d X d y d`

( 2 1 )
ō 一一

口

一

KK
ZZ

!
`

仁K
户

」一 乙

式中 N 为层数 ; 矩阵〔B 〕 = [仁B 〕仁B
』

]仁B
m

〕[ B
n

] 〕
.

在计算单元刚度矩阵各元素的值时
,

为免除繁复的多项式相乘和积分运算
,

在 x
、

y
、 z 三

个 方向都作坐标变换

x 一 a 宁一 a
l + 右

,

2

.

1 + 甲
`

2
( 引

,

丫
,

梦 任 [一 1
,

1 ] ) ( 2 2 )
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_
_ 1 一 梦

, ,

1 + 梦二

`
一 一- 下厂- 心 K 一 1 州尸 一一一二

一
乙 K

乙 乙

用高斯求积公式作数值积分
。

由于被积函数在三个方向上都是最多为二次的多项式函数
,

故

在 x
,
y 方向上各取 2个高斯点

,

在 z 方向上每层取 2个高斯点
。

单元刚度矩阵的子块 [K
, ,

] 的

计算式为

[K
o .

j = 刻::
_ 1

芡买
巨B

·

〕
丁

「”
·

〕〔“
!

〕̀ ! d , d`

一

鑫J!
:

丁!
,

丁:
1

「B
·

〕
·

「D
·

〕「B
!

〕
·

罕
d “ d` d“

一 习名习名 〔sB (宁
p ,

丫
, ,

梦
r

)j
了 ·

〔氏〕
·

〔2 3 )
K = 1 户= 1 , . 1 r . l

〔B
,

(`
, p ,

丫
q ,

:
, r

) 〕
·

罕
W

p

w
,

w
r

式中 w
p ,

w
, ,

w
,

为高斯权系数
; h K

= z K
一 z K 一 ,

为第 K 层的层厚
,

对于等厚板 h K

为常数
,

对于线性变厚度板可由 4个结点处的层厚插值得到
:

h k ~ ( l 一 泞) ( 1 一 甲) h k:

+ 泞( 1 一 甲) h ` ,

+ 子粉h 、 、 + ( 1 一 泞)甲h k。 ( 2 4 )

将单元刚度矩阵组集成总刚度矩阵
,

并经计算等效结点载荷和作约束处理后建立总体平衡

方程

[K 〕{占} = {P } ( 2 5 )

处理约束时注意每个边界结点有 5 个边界条件即 u0 一 砂
,

v0 ~ 护
,

w ~ 而
,

沪
:

~ 矽
: ,

必
丫

~ 必
、 .

可见设置总体坐标系时使约束位于 X Y 平面内可便于施加边界条件
。

解出结点位移后按常规步骤计算单元应力
。

如需计算各层承担的内力
,

可在 Z 方向进行

积分
:

(Nx ,
一几

_ ,
ax dz

,

( M
·

)
一 ::J

_ ,

。 dz 等等
。

3 算 例

3
.

1 用层合板程序计算各种厚度的单层各向同性板

方板的边长为
a ,

厚为 h
,

受均布载荷 q 作用
。

计算时利用对称性取板的 1 / 4 划分网格
。

计算结果及与薄板理论解和厚板理论解的比较见表 1一 4
.

表中的厚板理论解引自 [ 6 ]
.

表 l 四边固支方板的中心挠度系数

与薄板理 论比较 与厚板理论 比较

h /。 网 格
口一 w /华 薄板理论解

l 月少

。 一 w /黑 厚板理论解

l 乙几
-

0
.

0 0 1

2 X Z

4 X 4

8 X S

0
.

00 1 56

0
.

00 1 34

0
.

00 1 27

0
.

0 0 1 2 8

0
.

0 1 0

2 X Z

4 X 4

8 X S

0
.

00 1 56

0
.

00 1 34

0
.

0 0 1 27

0
.

0 0 1 28
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续表 1

与薄板理论 比较 与厚板理 论比较

里却
/了/

h /
a 网 格

。 _ 、 v /缪
I L )

薄板理论解 厚板理 论解

0
.

1 0 0

0
.

0 0 1 7 5

0
.

0 0 1 5 4

0
.

0 0 1 4 7

0
.

0 0 12 8

0
.

0 1 9 0 7

0
.

0 1 6 8 1

0
.

0 1 6 0 3

0
.

0 16 3 4

0
.

2 0 0

0
.

0 0 2 30

0
.

0 0 2 10

0
.

0 0 2 0 2

0
.

0 0 12 8

0
.

0 2 5 1 5

0
.

0 2 2 9 1

0
.

0 2 2 0 4

0
.

0 2 33 1

0
.

4 0 0

0
.

0 0 4 5 3

0
.

0 0 4 2 6

0
.

0 0 4 1 4

0
.

0 0 12 8

0
.

0 3 5 2 8

0
.

0 3 2 7 9

0
.

0 3 1 7 6

表 2

0
.

0 0 1

0
.

0 2 3 3

四边固支方板的中心弯矩系数 (8 火 8网格 )

h /
a 0

.

0 1 0 0
.

10 0 0
.

2 0 0 0
.

30 0 0
.

40 0

y = M /,
口 2

薄板理论解

0
.

0 2 3 3 0
.

0 2 3 6 0
.

0 23 9 0
.

0 2 4 1 0
.

0 2 4 1

y ~ 0
.

0 2 3 1

表 3 四边简支方板的中心挠度系数

与薄板理论 比较 与厚板理论 比较

h /a 网 格 。 一 ; , ,

/
、 a 4

声J — F V 1 .二 二尸

I L少
薄板理论解

一 , : ,

/ 。
a 4

“
一

卜下 I 二屯二

/ 七 h
。

厚板理论解

0
.

0 0 1

0
.

0 0 4 2 5

0
.

0 0 4 1 1

0
.

0 0 4 0 3

0
.

0 0 4 0 6

0
.

0 1 0

0
.

0 0 4 2 5

0
.

0 0 4 1 1

0
.

0 0 4 0 3

0
.

0 0 4 0 6

0
.

1 0 0

0
.

0 0 4 6 3

0
.

0 0 4 2 9

0
.

0 0 4 2 4

0
.

00 4 0 6

0
.

0 4 8 3 8

0
.

0 4 6 8 0

0
.

0 4 6 3 2

0
.

0 4 6 3 2

0
.

2 00

0
.

0 0 4 9 8

0
.

0 0 4 8 2

0
.

0 0 4 7 7

0
.

00 4 0 6

0
.

0 5 4 3 9

0
.

0 5 2 6 0

0
.

0 5 2 1 2

0
.

0 5 2 1 7

0
.

4 0 0

0
.

0 0 7 2 0

0
.

0 0 6 9 5

0
.

0 0 6 8 7

0
.

00 4 0 6

0
.

0 7 8 6 0

0
.

0 7 5 8 8

0
.

0 7 5 00

0
.

0 7 55 7

表 4

0
.

0 0 1

0
.

0 4 7 7

四边简支方板的中心弯矩系数 (8 x s 网格 )

h / a 0
.

0 10 0
.

10 0 0
.

2 0 0 0
.

3 0 0 0
.

4 0 0

y = M / q a Z

薄板理论解

0
.

0 4 7 8 0
.

04 84 0
.

0 4 8 5 0
.

0 4 8 4 0
.

0 4 8 4

y = 0
.

0 4 7 9



范本隽
:

一种自动考虑剪切效应的矩形 层合板单元 3 5 5

3
.

2 用层合板程序计算多层层合板

因任意的多层各向异性层合板缺少作比较

的理论解
,

故仅计算如下一些特例
。

首先
,

将前

面计算的板看成若干层相同材料的层合板按层

合板计算
,

得到与单层板完全相同的结果
,

从而

验证了层合板计算理论和程序的正确性
。

然后
,

计算一块关于中面对称的层合板
,

这种板可由

等效刚度概念来求薄板理论解川
。

设所计算的

板 由两种各向同性材料分 3 层构成
,

第 1 层和

第 3 层的厚 度都为 1
,

材料弹性常数 为 E ,
~

106
,

产 ,
一 0

.

3 ;
第 2层 (中间层 ) 厚度为 8

,

材料弹

性常数为 E :
一 斌

l ,
产:

~ 0
.

3 ~ 产 1
( 图 4)

.

板的

尺寸为 10 0 x 1 00
,

均布载荷集度 q 一 1
.

在四边

E I \’

第 3 层

第 2 层

下
。
卜

!
ó

十

h
1

h Z

第 I 层

E一
,

V I

图 4 层合板剖面

固支和四边简支两种情形下取若干不同的 又值进行计算
。

而该板的等效弯曲刚度按 [ 7」中的

公式为

”
飞石畏丽脚

“ 一 ” , , + “ 粼 〕

据此得板的薄板理论解分别为丽 ~ 0
.

0 0 1 2 8aq
’
/万 (四边固支 )和丽 ~ 0

.

0 0 4 0 6 aq
Z

/刀 (四边

简支 ) ; 层合板程序的计算结果及与薄板理论解的比较列于表 5
,

表 .6

表 5 四边固支层合方板的中心挠度 ( 口 一 l)

之 = E Z
/ E

l

等效刚度 万

薄板解 刃

计算值 二

t 。八
。

9 1
.

5 7 5 1 X 1 0 ` 6 8
.

13 1 9 X 1 0名 4 9
.

3 7 7 3 X 10
` 4 4

.

6 8 8 6 X 1 0 `

0
.

0 0 1 3 98 0
.

0 0 1 8 7 9 0
.

0 0 2 5 9 2 0
.

0 0 2 8 6 4

0
.

0 0 1 6 3 6 0
.

0 0 2 2 6 6 0
.

0 0 3 3 90 0
.

0 0 3 9 6 1

1
.

1 7 0 4 1
.

20 6 2 1
.

3 0 7 8 1
.

3 8 2 9

表 6 四边简支层合方板的中心挠度 ( q ~ l)

凡一 E Z / E
l

等效刚度 万

薄板解 刃

计算值 二

9 1
.

5 7 5 1 X 1 0` 68
.

13 1 9 X 1 0 6 4 9
.

37 73 X 1 0 6 4 4
.

6 88 6 X 10`

0 0 4 43 4 0
.

0 0 5 9 5 9 0
.

0 0 82 2 9 0
.

0 09 0 8 5

0
.

00 4 65 0 0
.

0 0 6 3 1 1 0
.

0 0 89 5 4 0
.

0 10 0 95

: `八 L ,

1
.

0 4 8 5 1
.

0 5 9 0 1
.

0 8 8 0 1
.

1 1 12

从表 5
,

表 6 看出
:

当 E Z

与 E ,

相同时 (此时即为单层板 )
,

固支方板挠度中剪切影响约为

薄板解的 17 %
,

简支方板则为 4
.

8% ; 当 E Z

/ E
l

减小时
,

剪切影响随之增大
,

在 E :
一 O时固支

方板的挠度中剪切影响高达薄板解的 38 务
,

简支方板则为 n %
.

固支方板中横向剪切对挠

度的影响大大甚于简支方板
。

这是因为固支板中正弯矩数值较小
,

因而剪切变形相对而言起

了比较重要的作用
。

以上计算中 久 一 。是假想的极端情形
。

在 又很小时 由于沿厚度方 向的压

缩变形
,

实际挠度比表中数值更大
。
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