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毛细体系中界面力平衡方程的通式及其应用

方 云

(化学工程系 )

摘要 从力平衡的角度推演出任意界 面 力平衡方程的 一般表示式
,

演示 了该式应

用于各种特殊界 面时的具体表示 形式
。

由 于此式可 以包容各种特殊界面 的力平衡

方程
,

例如著名的拉 普拉斯 (L a p lac e )公 式
,

因而 可被视作毛细休 系中界面 力平衡

的通式
。

主题词 毛细 作用 ;
拉普拉斯公式

; 界面 /界面 力平衡方程

中图分类号 0 5 5 2
.

4 2 1

流体界面的热力学平衡和力平衡是毛细体系的主要研究 内容
。

毛细体系界面的热力学

平衡一般用著名的吉布斯 (Gi b bs )公式表示
,

界面力平衡则用拉普拉斯 (L a p la o e )公式描述

△P ~ P
”
一 P

,

~ y (1 / r l
十 1 /

r :
) (1 )

式中 △P 为作用在界面两侧的压力差
,

即附加压力
; y 为液膜的界面张力

; ; L , r Z

为受附加 压

力 △P 作用的曲面上某点的任意两个正交的曲率半径
。

式 (l) 的局限性在于只能用于描述法曲率可用恒值表示的曲面上的点
,

如二次曲面上的

点的力平衡
。

本文欲从受力平衡的角度出发
,

推导出比式 (l) 包容性更大的界面力平衡的一

般表 示式
,

并考察该一般式应用于各种具体界面时的特殊表达形式
。

1 公式推导
考虑分开两流体相的任意弯曲界面 n

,

上的一点 P (图 1)
.

以 O 点为圆心
,

P 为半径在

X O Y 平面 内画圆
。

该 圆切割曲面 n
,

得空间闭曲线 1
,

空间闭曲线 1包围曲面 n
,

的一部分 n

(或称曲面 n 张在以 l为边界的空间闭曲线上 )
。

显见
,

此圆即为曲面 n 在 X O Y 平面内的投

影圆
。

所以
,

该投影圆包围 的面积 即
2

是曲面 n 在 X O Y 平面 内的投影面积
,

而其周长 2即 则

是空间闭曲线 1 在 X O Y 平面内的投影长度
。

设外相用
“ ‘ ”

表示
,

内相用
“ ’‘”

表示
,

曲面 n 上各 点在界面两侧分别受到垂直压力 P
’

和

P
”

作用
,

而切割 曲线 l 上各点同时又受位于各点切平面内且与 l 垂直的
,

使液膜收缩的界面

张力 y 的作用
。

令 P~ 0 时
,

P 点在各种力的综合作用下维持力平衡的条件是沿 O X 轴和 0 2

轴的合力分别为零

(2 一 1 )

(2 一 2 )

O0一一一一
户户习艺‘
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对于确定的体系
,

式 (2 一 l) 的条件容易满足
,

只需考虑式(2 一 2)
。

在 曲面 几上任意取一块微元面积 △ A
,

它在 X O Y 平面内的投影面积为 △A
’.

因此 △A

受 P
’ ,

P
”

作用在 0 2 轴方 向的分力为

△F l
一 (P

“
一 P

’

)△A
’

(3 )

令 △p 一 尸
‘
一 P

’

为附加压力
,

则闭曲线 l 包围的曲面 口 受 P
’ ,

尸 作用在 0 2 轴方 向的分力

之和为

F
l
-

由于 s in 甲 ~

d F
: :

艺△F
,
一 (P一

p
’

)名△A
’

一 △脚
“

P/r (l )( 图 2 )
,

因而微元弧 dL 受界面张力
、」 ; 、 , _ : _ _ _ yP 」 ;

, u ‘ 入 5 1 孟1岁 - 一 二下万又u ‘
了 气‘少

(4 )

y 作用在 0 2 轴方 向的分量为

(5 )

图 l 任惫曲面上的点 p 图 2 沪
,

0 与 r( L ) 间的关系

因为 dL 一 闪 0
,

所以因 7 作用在 0 2 轴方向的分量之和为
。 _ 厂

, ”p yP 」 ;

_ 「
, ’ y P, 」 D

I ,

— —
口 一花 , 石一万U 」刁

一 —
. 一丁下丁U 以

J 0 r LL ) J o r 又口)
(6 )

由式 (2 一 2) 可知
,

切割曲面 口 在 0 2 轴方向维持力平衡的条件为

艺F o z
一 F ,

+ F Z
一 。

因此

(7 )

△P 一 P
y

,’

一 P 一 二丁
, ‘

厂
2 ,

1
l 一花尸不丁O 口

J 0 r tU )
(8 )

式中 0 为 r( 0) 与 夕轴间的夹角
,

r( 的 为 6 方 向上的曲率半径
。

由于式 (8 ) 既适用于光滑连续

曲面上的点
,

又适用于任意 曲面上的非连续点
,

因而 比拉普拉斯公式具有更大的包容性
,

可

视作毛细体系中界面力平衡的一般表达形式
。

2 应 用

由于曲面上非连续点的情况 比较复杂
,

本文仅考察式 (8) 在光滑连续 曲面的点上的具

体应用
。

2
.

1 曲面在 P 点邻近的结构分析

对于光滑 曲面 F (X
,

Y
,

Z )一 。
,

设 P 点为该曲面上的一个非脐点
,

k , ,

k :

是魏因伽吞变换

(w e in ga
t e
n) w 的两个特征值

,

即 p 点的两个主曲率
。

定义高斯 (G a us
s
)曲率
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K = k Ik 2
(9 )

平均 曲率

H = (k
l
+ k Z

)/ 2 (10 )

根据高斯曲率 K 的符号便可以决定曲面在 P 点邻近的结构 〔’〕:

l) K > O 主曲率 k , ,

k :

必然同号
。

根据杜潘 (D 叩in) 标线方程

k , x ,
+ k Z夕2

= 士 l (1 1 )

曲面在
一

P 点的杜潘标线化为椭圆
。

此时 P 点称为椭圆点
,

曲面在 P 点的几何特征为凸曲面
。

圆点是椭圆点的特款
。

2) K < o 主曲率 k l ,

k Z

必然异号
。

由式 (1 1) 可知曲面在 p 点的杜潘标线为双 曲线
。

此时 P 点称为双曲点
,

曲面在 尸点的几何特征为鞍面
。

一种常曲率曲面伪球面上的点即为双

曲点
,

小积曲面悬链面上的点也是双 曲点
。

3) K 一 。 主曲率 k , ,

k Z

中至少有一个为零
。

由式 (1 l) 可知曲面在 P 点的杜潘标线为

两条平行线
。

此时 尸 点称为抛物点
,

曲面在 P 点的几何形状不定
。

平点是抛物点的特款
。

2
.

2 拉普拉斯公式

对于法曲率可用恒值表示的光滑 曲面上的点 P
,

将欧拉 (E ul e r )公式

湘一R
1

r (夕)

代入式 (8 )
,

得

e o s 2
8

- 一不一 十
式 -

(1 2 )

△二 一

箫
s in Z

夕

R 2
)d o

一 , (劣 + 弃
It l 式2

(1 3 )

式 中
,

R :
一 1 /k

, ,

R Z
~ 1/k

:

分别为 p 点相应于两个主法曲率的主曲率 半径
。

过 尸点取任意两

个相互正交的曲率半径
r ; , r : ,

根据欧拉公式可以证得

l / r ,
+ 1/

r :
= l / R

、
+ l / R

:
(1 4 )

所以式 (1 3 ) 写成

△尸 ~ y(1 / r
,
+ 1 / r Z

) (1 5 )

式 (1 5 ) 与 P
.

5
.

L a p la e e [ 2 ]在 2 5 0 6 年由势能理论 (p o te n t ia l t h e o r y )导 出的拉普拉斯公式
,

即

式 (l) 一致
。

此公式为界面物理化学中的基本公式之一
,

R
.

D e fa y 等人曾在专著中总结 了前

人推导拉普拉斯公式的若干种方法〔’〕
。

2
.

3 全脐点曲面

如果 曲面 上 P 点在任何方向上都有同一的法曲率
,

则有

H
Z
~ K (1 6 )

P 点称为曲面上的脐点
。

脐点的主方向不定
,

曲面在脐点是各向均匀弯曲的
。

全部由脐点组

成的曲面称作全脐点 曲面
。

2
.

3
.

1 平面 若脐点 p 具有如下几何特征

k (夕) = l/ r (夕) = 0 (1 7 )

则称 P 点为曲面上的平点
,

并具有如下解析特征

H
Z
= K ~ 0 (1 8 )

因为高斯曲率 K 一 。的点为抛物点
,

所以平点是抛物点的特款
。

全部由平点组成的曲面称作

平面
。
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将式 (1 7) 代入式 (8 ) 可得平界面的力平衡方程

△P 一 尸
,

一 P
,

一 O (1 9 )

平界面不受附加压力作用
￡‘〕。

2
.

3
.

2 球面 若脐点 P 具有 以下几何特征

k (8 ) = 1 /
r
(0 ) 一 1/ a 半 O (2 0 )

式中
a
为正的常数

。

则称 P 点为曲面上的圆点
,

并具有如下解析特征

H
Z
= K > 0 (2 1 )

高斯 曲率 K > o 的点为椭 圆点
,

故圆点是椭圆点的特款
。

全部 由圆点组成的曲面称作球面
。

将式 (20 ) 代入式 (8) 可得球型界面力平衡的条件

△二 一 ,
。

一 ,
,

一

箫知
一

譬 (2 2 )

该式的物理意义是球型界面的凹面受附加压力 △P 的作用
,

附加压力的大小与界面张力 y

成正 比
,

与球半径
a 成反 比

。

式 (2 2) 即为熟知的球型液滴界面达到力平衡的条件[sj
。

2
.

4 小积曲面

由于界面张力 y 的 自动收缩作用
,

界面总趋向于形成面积最小的曲面
,

即小积曲面
。

小

积曲面在变分学上具有极小面积
。

其解析特征是

H = 0 (2 3 )

平面是唯一的平凡小积曲面
。

用刚性周边围成平面闭曲线浸入表面活性剂溶液中
,

取 出

后张在此平面闭曲线上的液膜必然是平面
。

正螺旋面是唯一的小积直纹面
,

但在实际液面形

状中不多见
。

另一种典型的小积曲面是悬链面
,

它是唯一的小积回转曲面
。

将一对相同大小的具刚性

周边的圆环合并起 来浸入表面活性剂溶液中
,

取出后小心分开并使两圆环面保持平行
,

则两

圆环间拉出的旋转液膜即为悬链面
。

小积 曲面上只可能出现 K < o 的双曲点 (如悬链面 ) 和 K ~ o 的抛物点 (如平面和正螺

面)
,

不可能出现 K > O 的椭圆点
,

这很容易由式 (2 3 )
,

式 (9) 和式 (1 0) 证得
。

将式 (8) 应用于小积 曲面
,

从小积曲面的解析特征式 (23 ) 可知
,

其界面力平衡方程为

△P = 0 (2 4 )

即小积 曲面两侧不受任何附加压力的作用
。

这一事实可以解释 为什么由两个相同的平行 圆

环拉 出的弯 曲液面不受附加压力的作用
,

因为此时形成的弯曲液面必为小积曲面悬链面
,

其

上各点具有 H 一 O 的解析特征
。

2
.

5 常曲率曲面

常曲率曲面的解析特征是

K 一 士 1/ a 一 常数 (2 5 )

这类曲面包括 K > o
,

K < o 及 K 一 。三种情形
。

K > o 的常曲率曲面有球面
; K < 0 的常

曲率曲面有伪球面
,

即由曳物线绕 Z 轴而成的旋转曲面
; K 一 。的常曲率曲面有平面

。

根据常曲率曲面的解析特征
,

结合式 (8) 可以写出常曲率曲面的力平衡方程

△尸 一 ) (

六
士
多

,
(2 6 )

由曳物线上各点绕 Z 轴旋转形成的圆的半径
r ,

便可求出该点所受的附加压力 △P.

常曲率 曲面中的一个特例是零 曲率曲面
,

即
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K 兰 0

除平面外
,

其它零曲率曲面也称作可展曲面
。

可展曲面可以与平面处处贴合
,

线面都是可展曲面
。

由于可展曲面上每点的两个主曲率半径中必有一个为零

方程可写作

△P 一 y/r
l

r ,

为与零曲率相垂直方向上的另一个主曲率半径
。

对于半径
r ,
一 a

的圆柱面

方程化为

△P 一 y/a

(2 7 )

柱面
、

锥面和切
,

其界面力平衡

(2 8 )

其界面力平衡

(2 9 )

3 结 论
由上述推证可以看出

,

式 (8) 包容了目前作者在文献上所能见到的各种界 面力平衡方

程
,

包括著名的拉普拉斯公式
,

并能继续推演出一些新的特殊表达形式
,

因而具有一般性
。

若

对式 (8 ) 作进一步推演
,

当能导出更多特殊表达形式
。
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