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齐次线性方程组正交的基础解系

的一种简便求法

吴有炜 刘华玲

(数理学科部 )

摘要 给 出 了求齐次线性方程组正交 的基础解 系的一 个 简便方法 和 一个应用 实

例
。
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实对称矩阵的对角化
,

需要求正交的特征向量组
,

理论上可以将线性无关的特征向量通

过 cS h m 记 t 方法正交化
,

但当特征值重数较高时
,

计算量很大
。

本文介绍一种直接求齐次线

性方程组正交的基础解系的简便方法
。

设有齐次线性方程组 A m 、 。 x 一 0
,

系数矩 阵的秩 R ( A ) 一 r
.

利用行变换化矩阵 A 成行

最简形
,

删去最简形下部为零的行 向量
,

得行满秩的行最简形矩 阵 B
r 义 。

一 伍
, )

.

称 B 的每个行 向量的第一个非零分量 1所在列为主列
,

任意指定一个非主列称为特定

非主列
,

其余非主列为一般非主列
。

则由行最简形矩阵 B 按以下规则唯一确定一个
n
维向量

x .
= { b

( r + 、 n ) , ,

b ( r + : ) : ,

…
,

b
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其中

b ( r + 1 ) :
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{
` 当列柳 代表特定非主列时 (譬如争 列为特定非主列 ”

{
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为该主列非零分量 `

…
_

肌仕仃阴
_
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t o
,

当列标 i 代表一般非主列时
。

设矩阵 B 的第 t : ,
t Z ,

一
t

r

列为主列
,

B 的第 l 行 b, ~ ( bl
, ,

bl
Z ,

一肠
。

) 中第 。 个分量瓦一
1

,

一般非主列标用字母 j 对应
,

则有

b万
x : = b , ,: b、 r十 , ): .

+
1蕊 d续 r

d 护 l

b : ! d b 《 r 十 : , .d
+ 艺 b l』 b ( r十 , ) J

+ b l, b ( r , l 〕 ,

= I X ( 一 b l。 ) + 名
。

l镇 d 簇 r

d 并 l

X `一 “军 ’ +
不

” lj “ “ + “ b 又 ’

一 O ( l 一 1
,

2
,

…
, r )

因此
,
x ,

满足 B x :
一 0

,

从而是 A x 一 0的解
。
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川|州创向量 x : ,

满足 药为一 ”
,

则 为既是 A ` 一 “的解
,

又 与 xl 正交
。

令 ` r + “ ) 火 n
阵 从 一

}
{

入下一循环的讨论
。

这样经
n 一 r 次循环

,

可求得齐次线性方程组 A x ~ 0的 n 一 r 个正交的基

础解系
` , ,

x Z , ”
’ ,

xl
l 一 r .

实际上
,

每一个循环
,

只需变化一行
、

一列
,

则可得到下一个行最简

形
,

随即得到下一个正交解
。

计算量相对很小
。

例 1 设齐次线性方程组的系数阵
ō les
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这里 B 的 第 1
,

2列为主列
,

若指定第 3列为特定非主列
,

则由上述规则得

x
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若指定 武的第 4列为特定非主列
,

可得

x
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这里行向量乘 以 3是 为了使分量整数化
,

易见并不影响问题的讨论
。

有一个帮助记忆这个规

则的方法
:

化成 行最 简形后
,

下一个行向量
x

酌构成
,

只需将最 简形特定非主列转置后
,

其

分量加负号顺次放在
x 泊勺主列位置上 ; x

渺特定非主列位置取值 1
,

一般非主列位置取值 .0
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瓦的最后一列 自 然为特定非主列
,

得
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可以验证 x , , x : ,

x 3

是齐次线性方程组

例 2 求正交阵 P
,

将对称阵

「 0 一 1 1

A x ~ 0的正交的基础解系
。
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化为对角阵
。
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4
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1) 当 几 ~ 一 1时
,

( A + E ) x 一 0的同解方程组为

求 人 ~ 一 1 的 4 个彼此正交的特征向量
。

方 ~ (1 一 1 1 一 1 1 )
,

已是行最简形
,

指定

x
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以下

B 的第 2列为特定非主列
,

得

ù鱿记一

ǐ |||||.1|
.

|
.

|J
1一21一2

一

l一21一1 2一2

1一2

01
ù
且0

ūl|

|||
.

J.̀|!
J

L

行ù
ǐ

`

11
1.习

10田 刁 「1 一 1 1

令 召 1
一 { }一 }
阮 了

’

」 ` 1 1 0

指定第3 列为特定非主列
,

可得
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指定第 4列为特定非主列
,

可得

,
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最后一列 自然为特定非主列
,
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可以验证
x : , x Z , x 3 ,

x ;

是特征值 又 - 一 1 的正交的特征向量
。

2) 利用互异的特征值之间的特征向量正交以及 5维向量空间彼此正交的向量最多只
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有 5个可以取 ( A + E )x ~ 0的系数阵的行向量作为特征值 又~ 4 的特征向量
,

譬如取 x 卜

( 1
,

一 1
,

1
,
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,

1 )
.

最后
,

各向量 x ,

单位化
,

按列排成正交阵
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