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考虑横向剪应力连续的复合材料

面层夹层板精化理论

王 志伟

(机械 工程 系 )

摘要 采用逐段光滑位移 矢假设
,

考虑了横向 剪应力在层间的连续及表面的协调
,

用最 小位能原理建立 了复合材料 面层夹层板的精化理论
,

所得控制方程含有 7 个

未知量
。

本文理论可 视为 iL b r e s C u 夹层板模型的精化形 式
,

它可直接计算 出数值

甚小但工程上颇为重要的层间应 力
。

主题词 夹芯层板 ;
复合材料

; 剪应 力 ; 剪应变
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0 引 言

复合材料面层夹层板是指面层为复合材料的夹层板
,

其面层一般 由复合材料单 向层板

层合而成
,

芯层一般为各异性材料
。

这类夹层板构造上的复杂性
,

形成了其宏观上各向同性

板和各向同性夹层板无法企及的许多优越性能
,

但也造成了理论分析上的巨大 困难
。 .

在迄今为止的夹层板理论研究文献中
,

一般认为夹层板面层变形符合薄膜假设川或符

合 K
一

L 假设 〔2 一 ` l ,

这对各向同性 夹层板的变形描述是合适的
。

但对于复合材料面层夹层板
,

由于面层及芯层的横 向剪切模量都很低
,

需要同时考虑面层和芯层的横 向剪切变形
巨5] 。

为

此
,

本文假设夹层板中任一点位移矢分别在面层和芯层中为法 向坐标的逐段光滑矢
。

通过对

位移场的合理近似
,

并引入 夹层板层 间和表面应力协调条件
,

导出了近似位移场的修正形

式
。

然后应用最小位能原理建立了复合材料面层夹层板的控制方程和边界条件
。

1 位移场和应变场
在三维 E u c

idl 空间 { x
.

} 中考虑厚度为 h 的复合材料面层夹层板
,

设芯层
、

面层及面层

中各复合材料单层厚度均匀
,

理想粘合
,

无缝隙和相对滑动
,

如图 1
.

夹层板的下表面
、

下表

层与芯层的界面
、

上表层与芯层的界面以及上表面分别记为 。 (nr )
( m ~ o

,

1
,

2
,

3)
.

取 x .口几

坐标面与 叭 重合
,

则 。 腼 。

可由 x ,
一 二 J , m ,

描述
。

设夹层板下表层和上表层分别 由 k
’

和 k,, 层
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图 l 笛卡尔坐标系中的复合材料面层夹层板

单向层板层合而成
。

为方便计
,

本 文采用哑指标求和约定
,

希

腊指标取值 1和 2
,

拉丁指标取

值 1
,

2和 3
.

对夹层板各层材料

采用线 弹性假设
,

设应力 巩 , 和

应变 价 ,

服从本构关系

J 。 , = Q咖
e却 ( l )

J 。 :
= Q

。 3o 3 e o 3

其中 Q ikj l

为弹性常数
。

夹 层变形后
,

板 中任一 点

位移矢 V 为 x :

的连续矢量
,

但

由于面层和芯层材料不同
,

V 不再光滑
。

即使在两面层 内
,

由于面层为不同的单层板按不同

方向层合而成
,

V 也不再光滑
。

考虑到材料性质在面层和芯层中的呈层性是夹层板的主要分

层特征
,

而在面层各单向层板中的呈层性处于次要地位
,

假定 V 分别在面层和芯层中为 肠

的逐段光滑矢
。

按样条函数理论 V 可用 k 阶多项式样条函数表示成

v 一 u + 艺艺
u {:

,
( x 3

一 x 3 ( m )
) ;

( 2 )
阴 ~ 0 . ~ l

式中

( x 3
一 x 3《二 )

)牛
一 x 3 o m )

)
” ,

x :

妻 x 3《 m ,

几 < ax 回
( 3 )

( x 3
一 x 3` 。 )

)耸
x :

妻 x 3、 m )

x 3

< x 3 ( m )
( 4 )

X
了.、

0
l .ICU

r

!` |
、

!
七1

.1、

一一一一

为建立一个实用的复合材料面层夹层板理论
,

取近似位移场为

V
。

= u .

+ 艺艺
u

{熟
.

( x 3
一 x 3 ( m )

阴 一 0 介 - . ( 5 )

V 3
= u 3

这里
“ 。 , “ }:))

。

和 u 3

为 x ,
的待定函数

。

本文限定夹层板下表面及上表面无切向力作用
,

由式 ( 1 )
,

这等价于
e · 3

}
二 3 一 。

= o e · 3

1
丁 3 一 。

一 0

此外
,

考虑层间横向剪应力连续
,

有

( 6 )

f
,

Q
。 3 , 3 e , 。

I
: 3一 」 3` 1 , 一 。

=
。

Q
· 3, 3 e , 。

1
J 3

一
3` , ) + 。

c

Q
。 3 o3 e ,。

I
J、 一 二: 〔 2 ) 一 。

一 f
·

Q
· 3, 3 e p。

l
, : 一 J 3 〔 2》 十 。

( 7 )

( , ) ( , )

其中
, ,Q

m kn l , f
.

Q
m n 、 l

和
。

Q
m kn :
分别表示下表层中第 i单层

、

上表层中第 i单层和芯层的弹性常数
。

由式 (5 ) 及应变位移关系 ie j 一 认
.

,
+ Vj

, `
) 2/ 可知

1
e · 3

~ 百

则为式 ( 6) 和式 ( 7)

u 3
. 。

+ u

[
u 3

, 。

+ 艺
u {怂

。

( x ,
一 x 3、 m ,

)耸+ 2习
u {熟

。

( x 。
一 x 3 ( m ,

)
+

j

化为
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艺
u

{ ; ))
。

+ 2艺
u

; 熟
.

(h 一x 3 《 m)
) 一 。

, Q
。 3, :
一

。

Q
o a ,: ·

2x 3 ( , , u }后}
,
一

。

Q 。 , 3 u {}}
p

。

Q
。 3p 3
一 ,

.

Q
。 3p 3

〔u {}}
,

+ 2 x 3` 2 ) u
{若}

,
+ 2 ( x 3 ( 2 )

一 x 3 ( , )
) u

{{}
,

〕 = f
.

Q
. 3 p 3 u

{; ;
p

( 8 )

不妨设夹层板面层与芯层粘结处上下材料不同
。

记
u {}}

。

一 件
, “

{; }一 沪
。 ,

则

件 一 V 二 3

1
二 3 一 二 3 ( 1》 + 。

一 V
O .

3

再 一 V
口 ,

3

1
, 3 一 J 、 。2 ) + 。

一 V 二 3

J 3 . J 3川 一 o

( 9 )

几 留 J 3( ” 一 0

界 和 沪
。

表征了夹层板位移 V
。

在层间上下面的相对转动量
。

由式 (8 )
, u
拢}

。 , u {{}
。

和 试 l}
。

可用 件

和 叭 来表达
,

位移场 (5 ) 可写成

V
。

一 u 。

一 价
, .

x 。
十 九价 十 h ` 再

V 3
= u 3

( 1 0 )

这里

几 一 九 ( x 。 一 二 3 ( , )
)

+

坛
.

井
乙工 3 ( 1》

( 1 )

a ` ( x 3
)

2
1

2 ( x 3 ( 2 ) 一 x 3 ( , )
) (几 + 兰兰丝全

r 3 (一)
饥 ( x 3

一 x 3 ( , 〕
)乙

1

十 只花尸一 - - -

一
一一戈

乙 L了 s《 2 )
一 了 3 (一) )

( l )

(几 + a ` ) ( x :
一 x 3 ( 2 )

)车

( 2 )
( 1 1 )

h
a:

= 占
。 ;

( x :
一 x 3、 2 )

)
+

+
1

2 ( x 3 ( 2 )
一 x 3 ( , )

a 。 ;
( x 3 x 3 ( : )

)耳

1

2 (h 一 x 3 ( 2 )
)
古` +

h 一 x 3 (一)

忿
)`

了 3 ( 2 )
一 工 3 ( 1 )

( 2 )

( x 3 x 3 ( 2 )
)车

( 1 )

为 K or n e o k er 记号
,

而 a 。 ;

和 a ` 仅与夹层板层间上下面材料弹性常数有关
.

其矩阵表达几为

( l )

〔 a ` 〕
( 2 )

[
a ` 〕

(泛
,
)

~ [
f
·

Q
。 , 3
一

。

Q
, , 3

〕
一 ’

[
。

Q
. 3 o 3

〕
( 1 2 )

〔
。

Q
、 p3
一 f

.

Q

相应地
,

夹层板的应变为

+u 口 .

日一 u 户
, .

2 一 士 s u 3
. o p

( 1 )

。 , 3

〕
一 ’

[
,
.

Q
. 3o 3

〕

+ 二五坐」
~

土工巴丑
止二

土鱼
里鱼望三

,

。 + h , 沪
入二

2

—fo
、

.
3似 + h o

.

3

叭

2
( 13 )

自护,二OQ尸e

e 3 3
= 0

2 平衡方程和边界条件
利用最小位能原理及位移场 ( 1 0) 和应变场 ( 1 3 )

,

不难导出夹层板的平衡方程为

N
。 ,

.

。 = 0

M
。 。

, 。 , + 叮 一 0

( l ) ( 1 )

R陷 , 一 T
p
一 o

( 2 ) ( 2 )

R 叩
.

, 一 ,I
’ 。

= 0

( 14 )

相应的边界条件为
:

指定
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n,
N

a ,
或

u 。 ,

( l )

, ,。 R
。 。
或 界

,

n , M
Q。
或

u 3
, 。

,: 。 R
。。或 叭 ( 1 5 )

n ,
M

,
. 。

或
u 3

这里 q 为作用于夹层板的法向外载
, n ,
为夹层板边界上的单位外法线矢量分量

。

而其余量定

义为
( l ) ( 2 )

[ N
。。 ,

M 、 ,

R 、 ,

R 、 」= {:
一 〔̀

,
X 3 ,

“
,

“ 叩〕d x 3

( l )

岁才
。

]
丁:
一 〔fa

P
,

3 ,

“ 叩一〕d了
3

( 1 6 )

仁,1
’

, ,

3 控制方程

本构关系 ( l) 代 入 ( 1 6 )
,

并利用应变位移关系 ( 1 3 )
,

得

(2)D(2)E
N

。。 一 A
。尸 a u ,

.

占
一 B

Q尸 。 u 3
.

, 。
+

( l )

D
O

娜外
, 。
十

( 1 )

a 即。
必

,
.。

oM
, = B

Q阳 。 u ,
, 。

( 1 ) ( l )

R 悼 一 O 钻闭 “ ,
. 。

C
o夕。 u 3

.

、 + E
。阳 。
外

.。
+

。卿。
必

,
.。

( l ) ( l ) ( l ) ( l ) ( 2 )

E , 。用 u 3
.

, 。
+

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

F ,
阳外

, 。
+

2 ) ( 1 )

F 声
。
外

,

占
+

F 卢
。
必

. 。

( 2 ) ( 2 ) ( 1 7 )

R 叩 ~ D
,

娜 u ,
. 。
一 E ,

娜 u 3
.

, 。
+ F 娜再

,

;

呀之
, ( 1 ) ( 1 ) ( l ) ( 2 )

G 户叭 + G 户叭

2 ) ( l ) ( 2 ) ( 2 )

G 户外 + G 户叭
(2),iI

其中
( I ) ( 2 ) ( 1 )

〔 A
。。 。 ,

B
Q

, 。 ,

C
。
。 。 ,

D
。 , ; ,

D
o

,
,

E
。协。 ,

( 2 ) ( l ) ( l ) ( l ) ( 2 )

E
。 , 。 ,

F 卿
,

F 解 。 ,

2 ) ( 1 ) ( 2 ) ( 2 )

F 萨
。 ,

F 卿〕

Q
。 。 。

〔1
,
x 。 ,

( x 3
)

2 ,

f
, 、 ,

h , * ,
x 3

人
* ,

x 3 h , ; ,

忘九
,

凡h , ; ,

h ,

人
,

h , h , 、

〕d x 3

( 18 )

尸

l
é

一一

( l ) ( l ) ( l ) ( 2 )

「 G , ,

G ,

( 2 ) ( 2 )

G 。〕 - {:
Q

O 3, 3

〔“ 一人
*

,

3 ,

人
,一“ 狱一 ” ,

,

3

几
孟

一 “ , 一 h ? ;
,

3

〕d X 3

再将式 ( 17) 代入平衡方程
,

即得以基本未知量
u 。 , “ : ,

讥 和 叭 表示的复合材料面层夹层板理

论的控制方程为
( 2 )

。

娜外
. 。。 + D 甲

6

办
.

叩 ~ 0
D(l)

( 2 )
。

娜外
,

娜 + E
。

娜必
,

.

娜 + q ~ O
()JE

A
。尸。 u ,

,。 , 一 B
。卯 a u 3

.

, 。。 +

B
。即 。 u , .

、 。 一 C
。即 。 u 3

.

, 、 , +

戈 l ) ( l )

D
, 。叩 u ,

,。。 一 君 , 占用 u 3
.

,胡 +

( 2 ) ( 2 )

D
,

哪 u ,
.。 , 一 E 、 闭 u 3

.

, 。 , +

t l ) ( l ) ( l ) ( 2 ) ( l ) ( l ) ( 1 9 )

F 卢
。
外

.

邵 + F 萨
6

再
.

邵 G 户界 一 一 O

( 2 ) ( l ) 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( l )

F 卢
。
外

,

邓 + F 声淤.T 却 一 G 户叭 一

( l ) ( 2 )

G 外沪
*

( 2 ) ( 2 )

G 泌叭 一 O

相应的边界条件由 ( 1 5) 和 ( 1 7) 给出
。

4 讨 论

在以往的夹层板理论 中
,

认为两面层变形满足 K
一

L 假设
,

这等价于假定了面层的横向

认
,。 : 工 2 )

剪切常数 fQ o3 p 3

一 。
.

在本文夹层板理论中考虑此情形时
,

由式 ( 1 2) 可知 ~ O
, a 。 ;

~ 一
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占`
,

从而 九 和 h
a 、

简化为

几 - x 3 《 . )
)

+
一

l

2 ( x 3。 2 )
一 x 3 ( , )

)
[ 二 3 ( , )

)耳一 ( x 3

h ` ~

而位移场成为

一 x 3 ( 2 ) )
+

l

2 ( x 3 ( 2 〕
一 x , ( : )

)
[ x 3 ( : 〕

)车一 ( x 3

二 3 ( 2 ,
)耳〕

}
( 2“ ’

二 。 ( 2 )
)牛〕

}

,曰,JHJ
了、了.、

XX凡凡

V
.

= u 口一 u 3
, .

x 3
+ 件 ( x 3

一 x 3 <: )
)
十

+ 叭 ( x :
一 x 3 《 2 )

)
十

一 石丁二下
-
六 (二 + 叭) [ ( x 3

一 二 3 《 : )
)
卜

( x 3

` 、 沫 3 ( 2 )
一 ` 川

) 产

x 3 ( 2 ,
)耳〕 ( 2 1 )

V 3
= u 3

进一步假设位移 V
.

在层间上下面的相对转动量 界
,

汽满 足下列关系

六 - 一 乳

则位移场成为

v
一

u o一
x 3 u 3

, .

+ 叽 [ ( x 3
一 x 3 ` , 》

) + 一 ( x 3
一 x 3 ( 2 ,

) + 〕

V 3
~ u 3

( 2 2 )

( 2 3 )

iL b r es c u[
3 1在考虑两面层对称布置的各向异性夹层板问题时

,

曾假定
:

芯层面 内位移沿

板厚度线性分布
; 芯层横向位移沿板厚度不变 ; 两面层满足 K

一

L 假设
。

采用本文记号其位移

场即为式 ( 23 )
.

从而本文理论可视为 iL b r
es cu 夹层板模型的精化形式

。

本文复合材料面层夹层板精化理论同时考虑 了面层及芯层的横向剪切变形
,

满足夹层

板横向剪应力上下表面协调和层间连续条件
,

控制方程中含有 7 个基本未知量
,

比较 易于求

解
。

此外
,

按本文理论可直接计算数值甚小但工程上颇为重要的层间应力
。

2

3

4

5
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