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摘要　推广和改进了连续函数为凸函数的条件。
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0　前　　言
区间 I 上的连续凸函数可定义为:对任意的 x 1, x 2∈ I 和任意实数 L1 , L2∈ ( 0, 1) , L1 +

L2 = 1, 恒有

f (L1x 1 + L2x 2) ≤ L1f ( x 1) + L2 f ( x 2 )

文[ 1] ,文[ 2] 分别指出:

连续函数 f ( x ) 为区间 I 上的凸函数的充要条件为:

对任意 x , x 0 ∈ I ,恒有

　　　　　　　　f ( x ) ≥ f ( x 0) + K( x 0 ) ( x - x 0 ) ( 1)

这里 K( x ) 为区间 I 上的实函数。亦可等价于:

对任意 x 0 ,以及 h > 0, x 0 - h, x 0 + h ∈ I 恒有

　　　　　　　　f ( x 0 ) ≤
1
2h∫

x
0
+ h

x
0
- h
f ( x ) dx ≤

1
2
〔f ( x 0 - h) + f ( x 0 + h)〕 ( 2)

本文中考虑二元函数的类似结论。

定义:设 f ( x , y ) 为凸区域 D 内的连续函数, 若对任意( x 1 , y 1) , ( x 2 , y2 ) ∈ D , 和任意实

数 L1 , L2∈ ( 0, 1) , L1 + L2 = 1,恒有

f (L1x 1 + L2x 2, L1y 1 + L2y 2 ) ≤ L1f ( x 1, y 1) + L2 f ( x 2 , y 2)

则称 f ( x , y ) 是区域 D 上的凸函数。

1　定　　理
二元连续函数 f ( x , y ) 为区域 D 上的凸函数,在几何上表现为过曲面 z = f ( x , y ) 上任

意一点,均能作一个平面,使曲面在平面的上方。下述定理就体现了这个结论。

　　定理1　设 f ( x , y ) 为凸区域 D上的连续函数,则 f ( x , y ) 为区域D上的凸函数的充要



条件是:

对任意( x , y ) , ( x 0, y 0 ) ∈ D ,恒有

f ( x , y ) ≥ f ( x 0 , y 0) + K1( x 0 ) ( x - x 0 ) + K2 ( x 0) ( y - y 0 )

成立,这里 K1 ( x ) , K2 ( y ) 是区域D 上的实函数。

证明　必要性: 设 f ( x , y ) 是区域 D 上的连续凸函数,任取( x , y ) , ( x 0, y 0 ) ∈ D , 实数

L1 , L2∈ ( 0, 1) , L1 + L2 = 1,记

Y - y 0

X - x 0
=

y - y 0

x - x 0
　　令　G(Ⅹ) = f Ⅹ, y 0 +

y - y 0

x - x 0
(Ⅹ - x 0) ,

则

　G (L1x 1 + L2x 2) = f L1x 1 + L2x 2, y 0 +
y - y0

x - x 0
(L1x 1 + L2x 2 - x 0 )

　　　　 = f L1x 1 + L2x 2 , L1 y 0 +
y - y0
x - x 0

( x 1 - x 0 ) + L2 y 0 +
y - y 0

x - x 0
( x 2 - x 0 )

　　　　≤ L1f x 1, y 0 +
y - y 0

x - x 0
( x 1 - x 0) + L2f x 2, y 0 +

y - y 0

x - x 0
( x 2 - x 0 )

　　　　 = L1G( x 1 ) + L2G( x 2)

由此知, G(Ⅹ) 是凸函数。

类似,令 H ( Y ) = f ( x 0 +
x - x 0

y - y 0
( Y - y 0) , Y ) ,可以证明 H ( Y ) 也是凸函数。

又 G( x 0 ) = H ( y 0 ) = f ( x 0, y 0 ) , 利用结论( 1) , 当 X 与 Y 满足比例关系
Y - y 0

X - x 0
=

y - y 0

x - x 0
时,

　　　　f ( X , Y ) = G( X ) ≥G ( x 0) + 2K1 ( x 0) ( X - x 0) = f ( x 0, y 0 ) + 2K1 ( x 0 ) ( X - x 0 )

( 3)

　　　　f ( X , Y ) = H ( Y ) ≥ H ( y 0) + 2K2( y 0 ) ( Y - y 0) = f ( x 0, y 0 ) + 2K2 ( y 0) ( Y - y 0 )

( 4)

在( 3) 中取 X = x 时, Y = y ;在 ( 4) 中取 Y = y 时, X = x . 此时结合( 3) 与( 4) 得

　　　　f ( x , y ) ≥ f ( x 0 , y0 ) + K1 ( x 0 ) ( x - x 0) + K2( y 0 ) ( y - y 0) ( 5)

充分性:设( 5) 对任意( x 0 , y 0) , ( x , y ) ∈D成立。任取( x 1 , y 1) , ( x 2 , y 2) ∈D ,以及任意实

数 L1 , L2∈ ( 0, 1) , L1 + L2 = 1,由( 5) 得

　　　　f ( x 1 , y 1) ≥ f ( x 0, y 0 ) + K1 ( x 0) ( x 1 - x 0 ) + K2 ( y 0) ( y 1 - y 0 ) ( 6)

　　　　f ( x 2 , y 2) ≥ f ( x 0, y 0 ) + K1 ( x 0) ( x 2 - x 0 ) + K2 ( y 0) ( y 2 - y 0 ) ( 7)

特殊取 x 0 = L1x 1 + L2x 2 , y 0 = L1y 1 + L2y 2,相应有

　　　　L1( x 1 - x 0) = - L2( x 2 - x 0) , L1( y 1 - y 0 ) = - L2( y 2 - y 0 )

由( 6) 和( 7) 得

L1f ( x 1, y 1 ) + L2f ( x 2, y 2 ) ≥ f ( x 0 , y 0) = f (L1x 1 + L2x 2, L1y 1 + L2y 2)

从而 f ( x , y ) 是区域 D 上的凸函数。证毕。

下述定理 2说明了凸函数在一点的函数值与邻近区域及边界上的函数均值间的关系,

这与凸函数的几何直观是一致的。

　　定理 2　 设连续函数 f ( x , y ) 是区域 D 内的凸函数,任取( x 0, y 0 ) ∈D ,记 D 内以( x 0 ,
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y 0) 为圆心的任意圆域为 R:　( x - x 0)
2
+ ( y - y 0 )

2
≤ R

2
, S 为 R的边界, 则

f ( x 0 , y 0) ≤
1
PR2k

R

f ( x , y ) dxdy ≤
1

2PR∫
S

f ( x , y ) ds

证明　因为 f ( x , y ) 是区域 D 内的凸函数,由定理 1知:

f ( x , y ) ≥ f ( x 0 , y 0) + K1( x 0 ) ( x - x 0 ) + K2 ( y 0) ( y - y 0)

将不等式两边在 R上积分并利用积分区域 R关于变量( x - x 0) , ( y - y 0 ) 的对称性,得

　　　　　　　　　k
R

f ( x , y ) dR≥ k
R

f ( x 0, y 0) dR + 0 + 0 = PR 2
f ( x 0, y 0)

即 f ( x 0, y 0) ≤
1
PR 2k

R

f ( x , y ) dR

对积分 I 1 = k
R

f ( x , y ) dR进行坐标变换

　　　　　　　
x = x ( r, H) = x 0 + r cosH　　　　　 - R ≤ r ≤ R

y = y ( r , H) = y 0 + r sinH　　　　　 0≤ H≤ P
由凸函数定义

　f ( x , y ) = f
R - r
2R

( x 0 - R cosH) + R + r
2R

( x 0 + RcosH) ,

　　
R - r
2R

( y 0 - R sinH) +
R + r
2R

( y 0 + RsinH)

≤ R - r
2R

f ( x 0 - Rco sH, y 0 - RsinH) + R + r
2R

f ( x 0 + RcosH, y 0 + R sinH)

=
1
2 f ( x 0 - RcosH, y 0 - RsinH) +

1
2 f ( x 0 + R cosH, y 0 + RsinH)

　 +
r
2R
〔f ( x 0 + R cosH, y 0 + RsinH) - f ( x 0 - R cosH, y 0 - RsinH)〕

将不等式两边在 R上积分并注意到积分∫
R

- R
rûrûdr = 0,得

　　　　　k
R

f ( x , y ) dR =∫
P

0
dH∫

R

- R
f ( x , y ) ûrûdr

　　≤
1
2∫

P

0
〔f ( x 0 - Rco sH, y 0 - RsinH) + f ( x 0 + Rco sH, y 0 + RsinH)〕dH∫

R

- R
ûrûdr ( 8)

将　　∫
R

- R
ûrûdr = R

2　及

∫
P

0
f ( x 0 - R cosH, y 0 - RsinH) dH

A= H+ P

∫
2P

P
f ( x 0 + RcosH, y 0 + R sinH) dH

代入不等式( 8) 右端得

　　　　　　　　　k
R

f ( x , y ) dR≤ R
2

2∫
2P

0
f ( x 0 + Rco sH, y 0 + RsinH) dH

又曲线积分 I 2 =∫
s

f ( x , y ) ds = R∫
2P

0
f ( x 0 + Rco sH, y 0 + RsinH) dH

比较积分 I 1 , I 2得　k
R

f ( x , y ) dR≤ R
2∫

s

f ( x , y ) ds

综上所述:
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　　　　f ( x 0 , y 0) ≤
1
PR2k

R

f ( x , y ) dR≤ 1
2PR∫

s

f ( x , y ) ds　证毕。

2　举　　例
下面通过一个简单的例子来说明定理 2的结论仅是构成凸函数的必要条件而非充分条

件,这有别于在一元函数情形下结论( 2) 是凸函数的充分必要条件。

例　二元函数 z = f ( x , y ) = x
2 - y

2 ,在几何上表示马鞍面, f ″x x = 2, f ″xy = 0, f ″yy = -

2,

　　　　　　　　　
f
″
xx　　f

″
xy

f
″
yx　　f

″
yy

= - 4 < 0

由相关结论知马鞍面 z = f ( x , y ) 在任何区域内既不是凸的也不是凹的。类似于定理2取区

域

R:　( x - x 0)
2
+ ( y - y 0 )

2
≤ R

2
, S 为 R的边界, 则

　　　　　　　f ( x 0, y 0 ) = 1
PR 2k

R

f ( x , y ) dR= 1
2PR∫

s

f ( x , y ) ds = x
2
0 - y

2
0 .
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