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摘要　分别在 DTf (a )≠ 0和 f
(i )
+ (a)= 0 ( i= 1, 2,… ,n- 1) , DTf (n- 1) (a )≠ 0的情况

下 ,研究了积分第二中值定理中a的变化趋势 ,并把所得结果应用于近似求积 .
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0　前　　言
如果 f ( x )在 [a ,b ]单调连续 ,则在 [a ,b ]上至少存在一点a,使

　　　　　　　　　　∫
b

a
f (x ) dx= f (a) (a- a)+ f (b) (b-a) , ( 1)

这就是积分第二中值定理 .

当 b→a时 ,关于a的变化趋势 ,文 [1]给出了如下定理:

定理 A　如果 f (x )在 [a ,b ]单调 , f′(x )在 [a ,b ]存在 ,在 x= a处右连续 ,且 f + ′(a)≠ 0,

那末 ( 1)中的a有

　　　　　　　　　　　　　　　　　 lim
b→ a

a- a
b- a

=
1
2
 

当 f +′(a )不存在时 ,定理 A的结论不一定成立 .例如∫
b

0
x dx= b (b-a) ,即

2
3b

3
2

= b
1
2 (b-a) ,有 lim

b→ 0

a
b
=

1
3
≠

1
2
,这是因为 ( x )′|x= 0不存在 .本文中研究当 f + ′(a )不存在

时 ( 1)中的a的变化趋势 .

当 f
(i )
+ (a )= 0 ( i= 1, 2,… ,n- 1) , f

(n)
+ (a )≠ 0时 ,文 [1 ]给出了如下定理:

定理 B　如果 f (x )在 [a ,b ]单调 , f
(n )
( x )在 [a ,b ]存在 ,在 x= a处右连续 ,且 f

( i)
+ (a)= 0

( i= 1, 2,… ,n- 1) , f
(n )
+ (a )≠ 0,那末 ( 1)中的a有

　　　　　　　　　　　　　　　　　 lim
b→ a

a- a
b- a

=
n

n+ 1
 

本文中将研究当 f
(i)
+ (a )= 0 ( i= 1, 2,… ,n- 1) ,但 f

(n)
+ (a )不存在时 ( 1)中的 a的变化趋

势 ,并把所得结果应用于定积分的近似计算 .

1　 Dαf (a )≠ 0的情形

设 f (x )在 x= a的右邻域内有定义 ,如果 lim
x→ a+ 0

f ( x )- f (a )
(x - a )

T 存在 (T是 ( 0, 1 ]内的某实



数 ) ,则称这极限为 f (x )在 x= a处的 T导数 ,记作 DTf (a ) .显然 D1 f (a )即 f′+ (a ) .而当
DTf (a ) (T是 ( 0, 1)内的某实数 )存在时 , f′+ (a)可能不存在 .

定理 1　如果 f ( x )在 [a ,b ]单调连续 , DTf (a )存在且不等于零 ,那末 ( 1)中的a有

　　　　　　　　　　 lim
b→a

a- a
b- a

= T
T+ 1

 ( 2)

证　记 F (b)=∫
b

a
f (x ) dx ,由广义 Tay lor公式

[2 ]
,

　　F (b )= F (a)+ F′(a) (b- a )+
DTF′(a )
1+ T

(b- a )
1+ T+ o [ (b- a)

1+ T ] ,

即　　　∫
b

a
f (x ) dx= f (a) (b- a)+

DTf (a )
1+ T

(b- a )
1+ T+ o [ (b- a )

1+ T ], ( 3)

又　　　 f (b )= f (a )+ DTf (a ) (b- a )
T+ o [ (b- a )

T ]. ( 4)

以 ( 3) ( 4)代入 ( 1) ,令 b→ a,得

　　　　　　　　 lim
b→a

b-a
b- a

=
1

1+ T
,

即得 ( 2) .证毕 .

例 1　∫
b

0
sin x dx= (b- a) sin b (b> 0) ,求 lim

b→ 0

a
b
 

解　因 ( sin x )′|x= 0不存在 ,不能用定理 A.但 D1
2 sin x|x= 0= 1≠ 0,据定理 1,有

　　　　　　　　　　　 lim
b→ 0

a
b
= 1

3
 

2　 f
( i)
+ ( a) = 0( i= 1, 2,… ,n- 1) ,Dαf

(n- 1) (a )≠ 0的情形
定理 2　如果 f (x )在 [a ,b ]单调 , f

( n- 1) (x )在 [a ,b ]存在 , f
(i)
+ (a )= 0( i= 1, 2,… ,n - 1) ,

DTf
(n - 1)

(a)存在且不等于零 ,那末 ( 1)中的a有

　　　　　　　　　　　 lim
b→ a

a- a
b- a

=
n+ T- 1
n+ T

 ( 5)

证　记 F (b)=∫
b

a
f (x ) dx ,则 F

( i) (a)= 0 ( i= 2, 3,… ,n ) ,由广义 Taylo r公式 ,

　　F (b )= F (a)+ F′(a) (b- a )+
DTF( n) (a )

n!
n+ T
n

(b- a )
n+ T+ o [ (b- a )

n+ T ] ,

即　∫
b

a
f (x ) dx= f (a) (b- a)+

DTf (n- 1) (a )

n!
n+ T
n

(b- a )
n+ T+ o [ (b- a)

n+ T ]. ( 6)

又　 f (b )= f (a )+
DTf ( n- 1) (a )

(n- 1)!
n+ T- 1

n- 1

(b- a )
n+ T- 1

+ o [ (b- a )
n+ T- 1

]. ( 7)

以 ( 6) ( 7)代入 ( 1) ,得

　　　　　　　　　　　　　　　 lim
b→ a

b-a
b- a

=
1

n+ T
,

即得 ( 5) .证毕 .

例 2　∫
b

0
x

3
2 cos( x

5
2+ 1) dx= (b-a)b

3
2 co s(b

5
2+ 1) (b> 0) ,求 lim

b→ 0

a
b
 

解　 记 f (x )= x
3
2 cos ( x

5
2+ 1) ,有 f +′( 0)= 0,因 f +″( 0)不存在 ,不能用定理 B,但

D1
2 f′( 0)=

3
2
co s1≠ 0,根据定理 2,有

　　　　　　　　　　　　　　　 lim
b→ 0

a
b
=

3
5
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3　应　　用
当 f

(i)
+ (a )= 0 ( i= 1, 2,… ,n - 1) , f

(n )
+ (a )存在时 ,文 [1]改进了定积分近似计算的梯形

公式 .当 f
(n )
+ (a )不存在但 DTf

(n - 1)
+ (a)存在时 ,作者对梯形公式作相应的改进 .

据定理 2,以 a+
n+ T- 1
n+ T

(b- a)代替 ( 1)中的a,即取 [
n+ T- 1
n+ T

f (a )+
1

n+ T
f (b) ] (b- a)

作为∫
b

a
f (x ) dx的近似值 ,有下述定理:

定理 3　如果 f ( x )在 [a ,b ]单调 , f
(n - 1) (x )在 [a,b ]存在 , f

( i)
+ (a )= 0, ( i= 1, 2,… ,n - 1) ,

DTf
(n - 1) (a)存在且不等于零 ,那末

　　　∫
b

a
f ( x ) dx= [

n+ T- 1
n+ T f (a)+

1
n+ Tf (b) ] (b- a )+ o [ (b- a )

n+ T
]. ( 8)

证 　由 ( 6) ( 7)即得 ( 8) .

例 3　计算∫
0. 4

0
x sinx dx .

解 　记 f (x )= x sinx ,因 f +′( 0)= 0, f+ ″( 0)不存在 , D 1
2 f′( 0)=

3
2≠ 0,按公式 ( 8)计

算 ,

　　　　　　　　原式 [
3
5 f

( 0)+
2
5 f

( 0. 4) ]× 0. 4= 0. 0394.

按梯形公式计算 ,

　　　　　　　　原式 
1
2
[f ( 0)+ f ( 0. 4) ]× 0. 4= 0. 0493.

而用幂级数计算 ,

　　　　　　　　原式=
2
5
× 0. 4

5
2 -

2
9× 3!

× 0. 4
9
2+

2
13× 5!

× 0. 4
13
2 - … 0. 0399.

显然公式 ( 8)的计算结果优于梯形公式的计算结果 .
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On Asymptotic State of Mean Value of

Second Mean Value Theorem for Integral
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Abstract　When 1) DTf ( a )≠ 0; 2) f
( i)
+ (a ) = 0 ( i= 1, 2, , n - 1) , DTf

(n - 1) (a )≠ 0, the

asymptotic state o f mean value of second mean value theo rem for integ ral are respectiv ely

studied, thei r v arying trend has been studied, these resul ts are then applied to approximate

integ ration.

Key-words　 second mean value theo rem for integ ral; mean value; asympto tic sta te;

appro xima te integ ration
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