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摘要　推广了变上限积分在 x= 0点右导数存在和不存在的充分条件。
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0　引　　言
文 [1 ]提出了变上限积分∫

x

0
f ( t ) dt (x> 0)在 x= 0点的右导数问题 ,其中 lim

x→ 0+
f (x )不存

在。文 [2 ]得到了该右 导数为零的一个充分条件。本文作者推广了这个充分条件 ,并得到了

该右导数不存在或等于任意值 A的充分条件 ,且顺便指出了文 [2 ]中的一处错误。

1　右导数为零的情形
定理 1　设 F (x )=∫

x

0
f ( t ) dt , f (x )满足如下条件:

1)在区间 ( 0,a ] (a> 0)上连续 ;

2)有无穷多个零点 xi: 0 <… < xn+ 1 < xn <… < x 2 < x 1≤ a, lim
n→∞

xn= 0且存在正常数 K,

使得

　　　　　　　
xn
xn+ 1

≤ K,n= 1, 2, 3… ; ( 1)

3)∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt ∫
x
n+ 1

x
n+ 2

f ( t )dt < 0, |∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt|≥|∫
x
n+ 1

x
n+ 2

f ( t ) dt|, n= 1, 2, 3… ;

4) lim
n→∞

1
xn∫

x
n

x
n+ 1

f ( t )dt= 0.

则　　　　　　F′+ ( 0)= 0.

证　首先注意到 ,由于 xn→ 0,因此条件 4)蕴含了 lim
n→∞∫

x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt= 0.再由条件 3)知 ,级

数∑
n ∫

x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt是 Leibniz型的交错级数 ,它是收敛的 ,且其和的绝对值小于首项的绝对

值 ,由此易知:对任意的 X> 0,总可找到W> 0,使得当 0 <Z<W, 0 <Z′<W时 ,一定有



　　　　　　　|∫
Z′

Z
f ( t ) dt|<X.

于是当 f (x )在 x= 0的右侧无界时 ,由无界函数广义积分存在的一个普遍条件 [ 3]知广义积

分∫
a

0
f ( t ) dt收敛 ,且

　　　　　　　∫
a

0
f ( t ) dt= ∑

∞

n= 0∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt　　 (其中 x 0= a) . ( 2)

对任意小的正数 x ,设 xN≤ x < xN - 1 ,则

　　|∫
x

0
f ( t ) dt|= |∑

∞

n= N∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt+ ∫
x

x
N

f ( t ) dt|

≤|∑
∞

n= N∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt|+ |∫
x

x
N

f ( t ) dt|

≤|∫
x
N

x
N+ 1

f ( t )dt|+ |∫
x
N- 1

x
N

f ( t ) dt|

因此 ,由条件 2)和 4)得

　　|1
x∫

x

0
f ( t )dt|≤|1

xN∫
x
N

x
N+ 1

f ( t ) dt|+
x N - 1

x
 | 1

xN - 1∫
x
N - 1

x
N

f ( t ) dt|

≤|
1
xN∫

x
N

x
N+ 1

f ( t ) dt|+ K |
1

xN - 1∫
x
N- 1

x
N

f ( t )dt|→ 0　　 (当 x→ 0+ ) ,

即　　　　　　F′+ ( 0)= 0.

定理 1是文 [2 ]中定理的推广。因为由文 [2]中定理的条件 1)和 3)可推出 ( 1)式和条件 4) .

例 1　设 F ( x )=∫
x

0

sint
-T

t
U dt ,α> U≥ 0,求 F′+ ( 0) .

解　被积函数的零点为 xn= (nc) -
1
T　　 (n= 1, 2,… ) ,xn→ 0,且

　　　　　　　∫
x
n

x
n+ 1

f ( t )dt
t- T= u 1

α∫
( n+ 1)c

nc

sinu

u
1+

1- U
T

du ,

故定理 1的条件全部满足 ,所以 F′+ ( 0)= 0

对于 G( x )=∫
x

0

cost-T

t
U dt ,　T> U≥ 0.被积函数的零点为 xn= (nπ-

c
2

) -
1
T　 ( n= 1, 2,

… ) ,定理 1的条件也全部满足 ,所以 G′+ ( 0)= 0.

例 2　设 F ( x )=∫
x

0

sine
1
t

t
T dt ,T为已知实常数 ,求 F′+ ( 0) .

解　被积函数之零点为 xn=
1

ln(nc)
　 ( n= 1, 2,… ) , xn→ 0且

　　　　　　　∫
xn

x
n+ 1

f ( t )dt
e

1
t = u

∫
( n+ 1)π

nπ

1
( lnu) 2- T 

sinu
u

du,

由此可知定理 1的条件全都满足。所以 F′+ ( 0)= 0.

若 G(x )=∫
x

0

cose
1
t

t
T dt ,则同样有 G′+ ( 0)= 0.

2　右导数不存在的情形

例 3　设 F ( x )=∫
x

0

sint
-T

t
U dt ,U≥T> 0.求 F′+ ( 0) .
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解　先设α= U= 1,此时被积函数的零点为 xn=
1
nπ

　 ( n= 1, 2,… ) ,于是

　　　　　　　F ( xn )=∫
x
n

0

sin
1
t

t
dt

1
t

= u

∫
+ ∞

nπ

sinu
u

du～
( - 1)n- 1

nπ
　　 ( x充分大 ) ,

其中作者利用了已知的渐近展开 [4]

　　　　　　　∫
+ ∞

x

sinu
u

du～
1
x

co sx　　 ( x充分大 ) .

于是 lim
n→∞

1
xn
F ( xn )= lim

n→∞
( - 1)

n- 1
,它不存在 ,故 F′+ ( 0)不存在。

对于U≥α> 0的一般情况 ,利用已知的渐近展开 [5 ]

　　　　　　　∫
+ ∞

x
t
e- 1

sintdt～ x
e- 1

co sx　　 (x充分大 ) .

得　　F ( x )=∫
x

0

sint
- α

t
U dt

t- T= u 1
α∫

+ ∞

x
- α

sinu

u
1+

1- U
T

du～
1
T
x

1+ T- U
co s

1
x

T　　 ( x→ 0
+

) .

于是 F (x )= lim
x→ 0

+

F ( x )
x

= 1
α lim

x→ 0
+
x

α- U
co s

1
x

α,它不存在。

同样 ,若 G(x )=∫
x

0

cost-α

t
U dt ,　β≥α> 0,则 G′+ ( 0)不存在。

定理 2　设 F (x )=∫
x

0
f ( t ) dt , f (x )满足如下条件:

1)在区间 ( 0,a ]上连续 (a> 0) ;

2)有无穷多个零点 xi: 0 <… < xn+ 1 < xn <… < x 2 < x 1≤a ,且 lim
n→∞

xn= 0;

3)∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt ∫
x
n+ 1

x
n+ 2

f ( t )dt < 0, |∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt|≥|∫
x
n+ 1

x
n+ 2

f ( t ) dt|, (n= 1, 2,… )

且　　　　　　　 lim
n→∞∫

x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt= 0 ( 3)

4)存在正常数 M1、 M2 ,使得

|∫
x
n

0
f ( t ) dt|≥ M1|∫

x
n

x
n+ 1

f ( t )dt|,　|
1
xn∫

x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt|≥ M2 ,　 n= 1, 2,… .

则 F′+ ( 0)不存在。

证　由定理 1的证明知 ,当 f (x )在 x= 0的右侧无界时 ,条件 3)保证了广义积分∫
a

0
f ( t ) dt是

收敛的 ,且此时 ( 2)式成立 ,所以

　　　　　　　　 F (xn )=∫
x
n

0
f ( t ) dt= ∑

∞

k= n∫
x
k

xk+ 1

f ( t ) dt .

上式右端的级数是 Leibniz型交错级数 ,故 F ( xn )的符号与第一项∫
x
n

xn+ 1

f ( t )dt相同。由条件

3) ,它是正负交替的。因为 xn> 0, ,故
1
xn
F ( xn )的符号也是正负交替的。另一方面 ,由条件 4)

知

　　　　　　　　|
1
xn
F (xn )|≥ M1|

1
xn∫

x
n

x
n+ 1

f ( t )dt|≥ M1 M2> 0

这说明
1
xn
F (xn )的值在区间 ( - b,b)之外振荡 (b≥ M1 M2 ) ,所以 F′+ ( 0)不存在。

例 4　设 F ( x )=∫
x

0

sinlnt
t
α dt , 0≤α< 1,求 F′+ ( 0) .
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解　被积函数的零点为 xn= e
- nπ

→ 0　 (n→∞ ) .容易算出广义积分

　　　　　　　　∫
x
n

x
n+ 1

f ( t ) dt=
( - 1)

n - 1
e

- nπ( 1- T)

1+ ( 1- α)
2 [1+ e

- π( 1- α) ]→ 0　 ( n→∞ )

　　　　　　　　∫
x
n

0
f ( t )dt=

( - 1)
n- 1

e
- nπ( 1-T)

1+ ( 1- α)
2 .

由此知定理 2的 4个条件全部满足 (且可取 M1 =
1

e
- π( 1- T) , M2 =

e
πT

1+ ( 1 - T) 2 ) ,故 F′+ ( 0)不

存在 .

同样 ,若 G(x )=∫
x

0

coslnt
t
α dt , 0≤α< 1,则 G′+ ( 0)不存在。

3　右导数等于 A的情形

定理 3　设 F (x )=∫
x

0
f ( t ) dt ,被积函数 f ( x )在 ( 0, a ]上连续且不变号 , lim

x→ 0+
f (x )不存在 (但

≠∞ ) ,若广义积分∫
a

0
f (x ) dx存在且

　　　　　　　　 lim
n→∞

n∫
1
n

0
f ( t ) dt= A ( A也可以为∞ ) ,

则　　　　　　　　　 F′+ ( 0)= A.

证　为明确起见 ,不妨设 f (x )≥ 0,设
1

n+ 1≤ x <
1
n

,则

　 　
n

n+ 1
 (n+ 1)∫

1
n+ 1

0
f ( t )dt= n∫

1
n+ 1

0
f ( t )dt≤

1
x∫

x

0
f ( t ) dt≤ (n+ 1)∫

1
n

0
f ( t ) dt=

n+ 1
n

 n∫
1
n

0
f

( t ) dt ,当 n→∞时 ,上式左、右两边同时趋于 A ,故 F′+ ( 0)= A .

例 5　设 F ( x )=∫
x

0

|sint- α|
t
β dt , G(x ) =∫

x

0

|co st- T|
t
U dt , α> 0,β < 1,求 F′+ ( 0) , G′+ ( 0) .

解　由例 3知 F ( x )=
1
α∫

+ ∞

x- T

|sinu|

u
1+

1- β
α

du,当T> 0,U< 1时 ,此广义积分收敛。

现在设 nπ < x
-α

≤ (n+ 1)π,则当e> 1时 ,

　　 2
(e- 1)π

e
n

e- 1 < ∑
∞

k= n+ 1

2
(kπ)

e <∫
+ ∞

nc

|sinu|
u

σ du <∑
∞

k= n

2
(kπ)

e < 2
(σ- 1)π

σ
( n- 1)

σ- 1 .

这可用双边的 Cauchy积分判别法而得。于是

1
x
F ( x )= 1

α
(nπ)

1
α [ 2α

1- β
 1

π
1+

1- β
α

 1

n
1- β
α

+ O( n
- 1-

1- β
α ) ]

n→∞
2

π ,　　当 β= 0.

+ ∞ ,　α<β < 1.

对 G(x )有类似的等式 ,故

　　　　　　　G′+ ( 0)= F′+ ( 0)=

0,　　当 U< 0,

2
c

,　　U= 0,

+ ∞　 0 <U< 1

( 5)

又 ,若置 H ( x )=∫
x

0
|sine

1
t|

t
β dt , I (x )=∫

x

0
|co se

1
t |

t
β dt ,U< 1,则也有 H′+ ( 0)= I′+ ( 0)= F′+

( 0) .

上例中 U= 0时的 F ( x )就是文 [2 ]中的例 3,文 [2 ]认为此时 F′+ ( 0)不存在 ,这是不对
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的。文 [2 ]中在估计积分

　　∫
x
n

0
|sint

-α|dt=
1
T∫

(n+ 1)c

nc
∑

∞

i= 0
(u+ ic) - 1-

1
T|sinu|du= |sinC|(nπ) -

1
T ,　nc< C < (n

+ 1)c时 ,应用了中值定理后说 lim
n→∞

|sinC|不存在 ,这是错误的 ,因为中值 C只是区间 (nπ, (n

+ 1)π)中的一个或几个值。

如果 f ( x )在 [0, a ]上有界可积且 lim
n→∞

f ( x )= A(它可以是定号的无穷大 ) ,则显然有 F′+

( 0)= A.例如 F (x )=∫
x

0
t [

1
t

]dt , [x ]是取整运算 ,则 F′+ ( 0)= 1
[6 ]

.
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On the Right Hand Derivative at x = 0 of the Variable Upper

Limit Integral∫
x

0
f (t ) dt

Chai Boqi
( Dept. of M ath. and Phy. Sci. , Wuxi Universi ty of Light Ind ust ry, W uxi , 214036)

Abstract　 In this paper we g enerali ze the suf ficient co ndi tions under which the righ t hand

deriv ative o f the v aria ble upper limi t integ ral∫
x

0
f ( t ) dt i s existence at x= 0.

Key words　 al terna ting series; improper integ ral; asym ptotic ex pansion; Cauchy 's inte-

g ral test
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