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保加利亚单人独玩牌戏的数学模型的建立及证明�

鲁海燕�， 陈玮琪�

（�	无锡轻工大学计算科学和信息传播系，江苏无锡������；�	中国船舶科学研究中心计算中心，

江苏无锡，������）

摘 要：把原问题推广到任意整数下的一般形式，并建立了一般形式下的一种新的数学模型，利用

模�整数加法群的性质，简洁地证明了一般形式下的结论，同时原问题作为一般形式的特例也得

到了证明	
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" 一道组合数学的世界名题

"#" 主要符号说明

��7｛�，�，�，⋯，���｝表示模�整数加法

群［�］	

�表示�的一个分拆，同时也表示此分拆的

�������图
［�］中所有整点的集合	

��表示连接坐标点（�，�）和（�，�）的斜线�

（�8�）��（&�1�）表示整数�，�（�，���）的

运算是��中的加法运算，其运算结果为��中的��

"�$ 保加利亚单人独玩牌戏原问题

给定�张牌，将它分成任意多堆放在桌子上，

每堆任意多张牌（即得到整数�的一个无序分拆

�）�然后从桌上每堆中取出一张牌，合成新的一堆，

并把这新堆仍放到桌子上，得到一个新的分拆（称

上述过程为一步移牌过程），再对这个新的分拆重

复上述移牌过程，并一直进行下去�

证明如果牌的总数�7	（	8�）／�（	为正整

数），即为三角数时，则无论牌的初始分拆�如何，

经过有限步上述移牌过程后，最后总可以达到一个

相继整数的分拆�
，即有一堆牌只有一张牌，另一
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堆牌有�张牌，⋯其余依此类推，最后一堆牌有�

张牌，共�堆牌的分拆�

欧洲数学家把上述问题称为保加利亚单人独

玩牌戏［�，�］，它是“整数分拆理论中的某些问题的一

种模型”，“这个过程总是得出一串不相重复的分

拆，其中最后一个是相继整数分拆”［�］�关于这个问

题还有一个最大步数的猜想，即如果不考虑最后相

继整数分拆的排列顺序，则无论初始分拆如何，牌

堆达到最后的相继整数分拆的最大步数不超过�

（���）步�����年美国斯坦福大学的计算机科学家

���	
��
���和他的学生用计算机来验证这个问

题和猜想，“对于�小于或等于��，他们在计算机上

验证了这个问题和猜想，但是没能得到理论上的数

学证明”［�］�

� 保加利亚单人独玩牌戏问题的推广

本文中首先把原问题推广到任意牌数的一般

问题形式，并运用整数模的性质，简洁地证明了一

般形式下的结论，同时原问题作为一般形式的特例

也得到了证明�

引理� 设�为任意正整数，则总可以找到整数�，

�，使

������⋯�（���）�（���）且�����

引理�的结论显然，利用引理�可以把原问题

推广到一般形式�

定理� 给定任意数�张牌，由引理�，设�����

�⋯�����从�的任意一个无序分拆�出发，重

复上述移牌过程，则最后总会达到这样一种分拆

��，即从这种分拆��出发，每进行�步移牌过程，

则又回到出发的这种分拆��（称这种分拆��为循

环分拆），且当���时，有���／�种不同的循环分

拆；当���时，分拆��就是相继整数分拆，也就是

保加利亚单人独玩牌戏问题的唯一解�下面的讨论

考虑分拆部分的排列顺序�

� 问题的数学模型

��� 分拆的�������图表示

整数�的分拆可以用�������图，即平面上的

整数整点阵图来表示［�］�为了保持实际问题的直观

性，本文中把�������图顺时针旋转��度，即用图的

列来表示分拆的部分，并且不考虑列的排列顺序

（见图�），这样图中的每一列就相当于桌子上的一

堆牌，牌用黑点表示�如果把最后一行作为�轴，最

右一堆牌所在列作为�轴，则可建立坐标系并标上

坐标数（见图�）�因此，图上的任意整点	可以用它

的坐标（
，�）来表示�

图� �������

��	�� �������	�
��图

图� 坐标图

��	�� 
������
���
���

因牌数是一定的，所以总可以画一条对角斜线

�
，使所有黑点都在斜线�
和�轴、� 轴所组成的

三角形内（见图�），由引理�，显然有
����，而且

三角形内所有整点都在某条斜线��（���，�，⋯，


）上，且��上有（� ��）个整点�在这个三角形内

把所有不是黑点的整点用白点表示，即表示这个整

点没有放牌，是一个空的位置，见图��

图� 位移路线

��	�� �
������������

��� 移牌过程的数学模型

����� 分拆�的数学模型 定义�上的函数��，

�整点	（
，�）��，有

�	（
，�）��
� （	为黑点）

� （	
｛ 为白点）

（�）

因此，如果整点�	���，就表示整点	是黑点，

即有一张牌；如果整点�	���，就表示整点	是白

点，即没有放牌的空位置�

����� 移牌过程的数学模型 定义分拆�上的模

位移算子�：�	（
，�）��，并令��
����（��


，��
），则
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�（�）� �
���，���

�（�，�）� �
���，���

�（���，���）

（����） （	）

（����）表示坐标���和���的运算是��中的

模�运算�类似的，可以定义逆算子�
��：

���（�）� ���
���，���

�（�，�）��（���，���）（���

�） （
）

显然有�·�������·���（�为恒等算子）�

特别的，当���时，即为	 轴上的整点�（�，

�）（�����）（表示每堆牌中的最后一张牌），由（	）

和（
）式可得

��（�，�）��（�，�）（������） （�）

由（	）和（
）式可知，当���时，算子�的作用

使分拆�中的整点�（�，�）沿所在的斜线
���向下

移动一格，即�从坐标（�，�）移到坐标（���，���）

的位置上�显然除了每列中最后一张牌，其它的牌

在移动结束后，同一堆中的牌仍在同一列中，只不

过每列的位置向前移动了一格�当���时，由（�）

式可知，表示所有在�轴位置上（�，�）（���，�，⋯，

�）上的牌向上移到
轴的对应位置（�，�）上，相当

于从每堆牌中取出一张牌（每堆中的最后一张牌）

合成新的一堆放在第�列上�

因此，由（	）（
）式和（�）式可知，算子�对分拆

�的一次作用，就表示一步移牌过程�考虑斜线


���上的任意一整点�（�，�），经过多步移牌过程

后，�（�，�）一步步沿所在的斜线
���向下移动，直

至到达	轴上，再一步移牌过程后，整点�（�，�）从

�轴上向上回到
轴的对应位置上，在整个移牌过

程中，整点�（�，�）总在
���上�所以称这种位移为

循环位移，算子�称为模位移算子�

记����·�⋯
�� �
�

�

（� 表示移牌过程的步

数），则根据（	）显然有

���（�，�）��（���·�，���·�）（����）

（�）

因此由（�）式得

���（�，�）��（���·�，���·�）��（�，�）

（����，�������） （�）

由（�）式可知，因为
���上共有�个整点，所以�

（�，�）只需经过�步位移就回到了原位置，因此�

称为�整点的位移模，显然斜线
���上的所有整点

的位移模都为��

实际移牌过程中，牌（黑点）一旦位于同一列的

空位（白点）上面，则牌（黑点）就落入空位（白点）

中，而牌（黑点）原来所在位置的整点就成为一空

位，仍用白点表示�显然在移牌过程中这种现象只

发生在第�列上�

因此根据实际情况，上述数学模型应加上一个

条件（见图�）�

图� 位移方式

����� �����	
���
���������

若��（�，�）��� 且��（���，�）���，则

���（�，�）����（�，�）���

���（���，�）����（�，���）�
｛

��
（�����）（�）

其他，���（�，�）����（�，�）��

因此，上述（�）�（�）式就是移牌过程的数学模

型，模位移算子�对分拆�的一步作用就相当于一

步移牌过程�

� 保加利亚单人独玩牌戏及一般形

式的证明

引理	 斜线
���上的任意一点
和斜线
�上任

意一点�的模相差�位（见图�），证明经过有限步

位移过程后，�，
两点必相遇在同一列中，即位于

同一堆牌中�

图� �，�点的位置

����� �

���
�

������

证 设
���线上的点为
（�，�）（���，���），模

为�；


�线上的点为�（��，��）（����，������），

模为���，则显然有

�������

���������
｛

��
（�）

再令��（����）（������，�����，�������

��
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�），见图�，称�为�点到�点的距离�则显然有

����� （�）

则进行（�·�）步移牌过程后，�，�的位置根据（�）

式和（�）式可得

��
·���（�，�）�（���·�·�，���·�·�）�

�（�，�）（��	�） （�
）

��
·��（��，��）��

��·�
（���）·��（��，��）�

����（��，��）��（����，����）（��	���）�

根据（�）式和（�）式，则有

��
·��（��，��）��（����，����）��（�，���）

（��	���） （��）

所以，根据（�
）式和（��）式，经过（�·�）有限步移

牌过程后，�，�将位于同一第�列上�引理得证�

图� �点到�点的距离

����� �����	
��
������

由引理�的证明过程可得到推论��

推论� 设	�上点�到	���上点�的距离为�，则

经过�·�有限步移牌过程后，�，�将位于同一列

上�

假如� 为黑点，� 为白点，则根据（�）式，当

�，�将位于同一列时，�将落入�的空位中�所以

根据推论�和（�）式可得到推论��

推论� 	�上的任意一个黑点落入	���上任意一个

白点中的最大移牌步数不超过�
�步�

利用引理�和引理�就可以证明定理��

证明 设所有的黑点都在	
线以下，由引理�，
�

��再根据引理�，	
 上的黑点将在有限步后落入

	
��上的白点中，同理，落在	
��上的黑点和	
��上

原来的黑点也将在有限步后落入	
��上的白点中，

⋯依此类推�又由引理�，������⋯���
（


�
��），即	�线以下的整点数加上	�线上的��


 个整点数正好为�，所以最后所有黑点都将落入

线以下和线上的��
 个整点位置上，即在	�线上

只剩
 个白点，	�线以上全是白点�从这种分拆出

发，可以看出，因为	�线以下都为黑点，所以在位移

中不发生状态的变化，而	�线上的��
 个黑点的

模都为�，所以每经过�步移牌过程后，所有黑点又

回到了	�线上的原位置，即分拆又回到了出发时的

分拆�即这种分拆为循环分拆�又因为上面的每一

步都是有限的，所以到达循环分拆的整个移牌步数

是有限的�

当
�
时，	�线上的��
 个黑点在	�线上

的�个整点位置上的每一个排列数对应着一个循环

分拆，除去同一分拆在循环过程中出现的排列数，

则共有�
�／�个排列数，即共有�


�／�个循环分拆�

当
�
时，	�线上没有白点，此时即为相继

整数分拆，也就是保加利亚单人独玩牌戏原问题的

唯一解�

就此，定理�及保加利亚单人独玩牌戏原问题

得到证明�
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