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摘　要:利用一类有理逼近方法 ,通过解析映射 ,得到无界区域上的一类有理逼近算子 ,并给出了

算子作用下函数的误差估计和内闭一致收敛特性.作为应用举例 ,给出了算子在 Laplace 变换数值

反演中的应用 ,为有关数学模型的求解和分析提供了一个较好的工具.
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A Class of Rational Approximation Operators on Unbounded Range
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Abstract:Using the method of a class of rational approximations , in this paper ,we obtained a class of rational

approximation operators on unbounded range by analytic mapping , and gave the error estimate and the proper-

ty of uniform convergence.For applications , an effective method for the numerical inversion of Laplace trans-

formation was given out , It provides a powerful means for analysing math models.
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　　无界区域上的有理逼近是一个引人注目的问

题 ,其中心问题之一是寻求无界区域上函数有理逼

近的可接受解(accpetable solution)[ 1] ,即要求无界

区域上的逼近解能够保留实际生成函数的极性.作

者在文献[ 1 ～ 3]的基础上 ,得到相应的无界区域上

的一个有效的有理逼近 ,并在 Laplace 变换的数值

反演中得到了成功的应用.

1　有界区域上的一类有理逼近

定理 1　设 H(y)在圆盘 y <R 上解析 ,在闭圆盘

 y ≤R 上连续 ,则 H(y)的一个有理逼近为

H(y)～ H(y)=
r
2N ∑

2N

k=1

a(θk)y +b(θk)

y
2
+c(θk)y +r

2+

i
r
2N
∑
2N

k =1

d(θk)y +e(θk)
y
2+c(θk)y +r

2 　　 y <r , r ≤R 　(1)

其中

a(θk)=ImH(reiθk)sinθk -ReH(re
iθ
k)cosθk

b(θk)=rReH(re
iθ
k

c(θk)=-2rcosθk

d(θk)=-ImH(re
iθ
k)cosθk -ReH(re

iθ
k)sinθk

e(θk)=rImH(re
iθ
k)

θk =
kπ
N
, k =1 , …,2N　　　　　　　　　 　(2)



定理 2　在定理 1的条件下 ,由式(1)、(2)给出的有

理逼近 H(y)在 y <r 上内闭一致收敛于 H(y)

(n※+∞),其截断误差 R N(y , r)满足如下估计式

 RN(y , r) ≤Cj/ N
2 j+1　　 y <r , r ≤R

(3)

其中 Cj 是与 N 无关的常数 ,而 j为 H(y)的可微分

阶数.

2　无界区域上的有理逼近

对任意单连通区域上的有理逼近问题 ,在一定

条件下可以通过解析映射转化为单位圆盘上的有

理逼近问题.事实上 ,已有 Riemann定理.

定理 3　除了整个平面或去掉一个点的平面外 ,每

个单连通区域 D 都可以用一个解析函数双方单值

且保角地映射成单位圆的内部.

基于定理 1 ～ 3 ,可以通过解析映射将定理 1 、2

推广到无界区域之中 ,限于篇幅 ,作者在此仅考虑

p 平面内无界区域

D 1={p  p -p 0 ≥R}

D 2={p Rep≥p 0}

上解析函数 F(p)的处理.

2.1　D1上解析函数 F(p)的有理逼近

对 D1 上解析函数 F(p)的有理逼近 ,可以通过

图 1所示的解析映射

p=
p0 z -R

z

z=
-R

p-p0

p ∈D 1 , z <1

　　将问题转化为 z <1 上解析函数 H(z)的有

理逼近.

图 1　D1上的解析映射

Fig.1　Analytic mapping on D1

即

F(p)=F(
p0 z -R

z
)=

■

H(z) |z |<1

的有理逼近 ,进而由定理 1 ,并将 z =
R

p -p0
回代即

得

F(p)= H(z)～ HN(z)=

r
2N
∑
2N

k=1

a(θk)+b(θk)
z
2+c(θk)z+r

2 +

i
r
2N
∑
2N

k =1

d(θk)+e(θk)
z
2+c(θk)z +r

2=

r
2N
∑
2N

k=1

b
＊
(θk)(p -p0)

2
-Ra

＊
(θk)(p-p0)

r
2
(p -p0)

2
-Rc

＊
(θk)(p-p0)+R

2 +

i
r
2N ∑

2N

k =1

e
＊(θk)(p -p0)

2-Rd
＊(θk)(p-p0)

r
2
(p-p0)

2
-Rc

＊
(θk)(p-P0)+R

2

 z <r≤1 , p -p0 >
R
r
(r≤1)　　　(4)

其中

　

a
＊(θk)=ImF(pk)sinθk-ReF(pk)cosθk

b
＊
(θk)=rR eF(pk)

c
＊(θk)=-2rcosθk

d
＊(θk)=-ImF(pk)cosθk-ReF(pk)sinθk

e
＊(θk)=rImF(pk)

pk=p0-
R
r
cosθk +i

R
r
sinθk

θk=
kπ
N
　　k =1 , …, 2N

2.2　D2 上解析函数 F(p)的有理逼近

见图 2.

图 2　D2上的解析映射

Fig.2　Analytic mapping on D2

不失一般性 ,令 p 0=0 ,对 Rep >0上的解析函

数 F(p),类似于上段方法 ,通过解析映射

　　　　
p=

1+z
1-z

z =p-1
p+1

p ∈D2 , z <1

使得

F(p)～ F
＊
(p)=

r
2N
∑
2N

k=1

a
＊＊
(θk)(p

2
-1)+b

＊＊
(θk)+(p+1)

2

r
2
(p+1)

2
+c

＊＊
(θk)(p

2
-1)+(p-1)

2+
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i
r
2N
∑
2N

k =1

d
＊＊(θk)(p

2-1)+e＊＊(θk)+(p+1)
2

r
2(p +1)2+c

＊＊(θk)(p
2-1)+(p -1)2

 
p -1
p +1 <r ≤1　　(6)

其中除

pk =
1-r 2

1+r2-2rcosθk
+i

2 rsinθk
1+r

2-2 rcosθk
之外 ,其余系数与式(5)相同.

2.3　收敛性与误差估计

类似于文献[ 3]中的方法 ,不难证明如下定理.

定理 4　设 F(p)在D 1上解析 ,则其有理逼近(4)在

D 1内内闭一致收敛于 F(p)(即对任意的 R
＊
>R ,

FN(p)在 p-p0 ≥R
＊内一致收敛于 F(p),其误

差估计为

 R ＊N(p , r) ≤
C
＊
j

N
2j+1 　　 p-p0 >

R
r
, r≤1

其中

Cj =2rMj(p , r)ζ(2j+1)

Mj(p , r)=max
0≤θ≤2π

 
F(p0)-

R
r
e-iθ

p0-
R
r
e-iθ-p

2j+1

θ

 

与 N 无关 ,而 ζ(2j +1)为 Rieman-ζ函数 , j 为使

F(p0)-
R
r
e-iθ

p0-
R
r
e-iθ-p

2j+1

θ

连续的正整数.

定理 5　设 F(p)在 D 2 解析 ,则其有理逼近(6)在

D 2内内闭一致收敛于 F(p),其误差估计为

 R ＊＊N (p , r) ≤
C
＊＊
j

N
2j+1 , 　 

p-1
p+1

 <r , 　r ≤

1.

3　应用举例

由定理 1 ～ 3及公式(4)和(6)不难看出 ,本文

所述的有理逼近 F(p)、F ＊(p)保留了 F(p)的解

析特性 ,并且为低次分式结构 ,而且具有继承性 ,可

以应用于 Laplace变换的数值反演.

限于篇幅 ,此处仅给出 D1 上解析函数 F(p)的

数值反演结果与计算例子 ,详细的讨论以及 D 2 上

解析函数的数值反演问题将另文给出.

定理 4
＊
　设 F(p)为生成函数 ,并且在足够大的区

域

D ={p  p-p0 ≥k}

上解析 ,则实的决定函数 f(t)的一个逼近为

f(t)～ fN(t)=

1
2N
∑
2N

k=1
e(p0-

R
r cosθk)t{A＊R cos[

R
r
sinθk)t] +

B
＊
k sin[(

R
r
sinθk)t]}  p-p0 >

R
r
, r ≤1

其中

A
＊
k =-

R
r
[ ReF(pk)cosθk+ImF(pk)sinθk]

B
＊
k =

R
r
[ ImF(pk)cosθk-ReF(pk)sinθk]

k =1 , …,2N

算例　考虑生成函数 F(p)=
20

10p-1
,由定理 4＊ ,

其数值反演公式为

f N(t)=
1
N
∑
2N

k=1
e
(1
10
-2
r
cosθ

k
)t
cos[(

2
r sinθk)t]

分别取 N =5 , 10;取 r =1.对 f N(t)进行了计

算 ,并与精确解进行比较 ,相应的误差仅为 10
-3
～

10
-6
量级.而实际上 ,可以证明定理 4

＊
中的 fN(t)

在闭区域上一致收敛于 f(t).
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