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摘 要：提出一种新的对混沌系统进行控制的方法(通过外加一个基于系统变量的简单反馈控制
项8!"，调整反馈控制项中的参数值!，引导系统转化为低周期运动(同时，以9:;;65<系统为例，
用34’567&*方法，较成功地解释了该方法进行混沌控制的数学物理机理(计算机仿真的结果表明
了理论分析的正确性及用于实践的可行性(
关键词：混沌控制；反馈；34’567&*方法；34’567&*函数
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4TU’C65OH4L&5OM&’N4LHC56RN():N4M6LC’R6N:’CO6&5M4R:’ORX4M4:R4WO&W4N&5ROMCO4OH44;;4LO6*4D
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自然界中的混沌现象是很普遍的(几乎可以
说，自然界中的绝大部分运动都是混沌运动，规则

运动相对地只在局部的范围和较短的时间内存在(
但在现实生活中，混沌运动往往是有害的，所以混

沌研究的主要方向之一是混沌控制的途径和方法(
混沌系统的控制是非线性科学及复杂性科学

中一个富有挑战性又意义重大的课题(混沌控制的
研究兴起于!"世纪+"年代，有-种不同的控制方
案［$，!］：第一种方案是共振控制，由?(Z:Y’4M和Z(

P([:RLH4M提出，通过引入一类无反馈外激励型控
制，使系统呈现周期性态；第二种方案是反馈控制，

由?(3(\’&LH和[(P(3CMRW45提出，通过建立一
种有反馈的参数修改机制，控制同宿轨道；第三种

方案是随机控制，由?(Z:Y’4M和=(\(@&X’4M提
出，分别利用统计性预测和基于]C’NC5滤波的状
态估计(迄今为止，混沌控制方兴未艾，目前有 ÂB
控制法、̂>@技术、外力反馈控制法、延迟反馈控制
法、自适应控制法、周期扰动控制法、传递无反馈控
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制法、转移无反馈控制法以及神经网络控制法

等［!!"］#
然而，虽然有理论上的一些成功，但不难理解

在应用工程中，复杂的控制方法往往是设备昂贵且

干扰因素众多，并不实用#正是基于这种考虑，作者
提出一种简单实用的混沌控制方法，通过外加一个

基于系统变量的反馈控制项$!"，调整反馈控制项
中的参数值!，快速地引导系统转化为希望的周期
运动#本文安排两部分：其一，通过计算机仿真，对
各种典型的混沌系统进行控制；其二，运用 %&’(
)*+,-方法，详细解释控制的数学物理机理#

! 反馈控制仿真

考虑定义在#维./0’*1空间$# 中的区域%
上的自治系统：

&"2’（"） "!%"$#，(!$ （3）
其中，’为非线性光滑向量函数)
本文提出的控制方法是：在引起自治系统出现

混沌的一个关键的非线性函数&"*2’*（"）中，加上
一个基于系统变量的反馈控制项!"+，可得：

&"*2’*（"）$!"+ *，+!｛3，4，⋯，#｝ （4）
其中，!为反馈控制项中的参数值，也即反馈增益)
其余的’,，,!｛3，4，⋯，*｝#｛*｝不变，通过调整反
馈增益，进行混沌控制#
对于非自治系统，可以通过提高系统维数等方

法，将其转化为自治系统#
以下为对几个典型混沌模型进行计算机仿真

的结果，效果很好#
!"! 带负线性刚度项#$%%&’(振子方程

&"32"4
&"425!""4$-"35."3!$!’0,6#
$
%

& (
（!）

其中，-23，.23，#23，!"27)48，当!’’7)498
时系统出现稳态混沌)反馈控制!"3项加在系统
（!）的第二式上)
取!’27)!8，反馈增益!27)8，系统（!）由混

沌态变为周期解)原系统与受控系统的相平面图如
图3所示)

图! #$%%&’(振子的混沌吸引子与受控系统的相轨迹

)&("! *+,-./0,1-2.32%2.&(&’/41+/25/’612’-.244,67/--,.’2’#$%%&’(535-,8

!"9 上田振子方程
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&"425
.
+"45
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!$/70,6#
$
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其中，+23，*23，#23，.27)78，当/72;)8时

系统出现稳态混沌)反馈控制项!"3加在系统（:）
的第二式上)
取反馈增益!23)7，系统（:）由混沌态变为周

期解)原系统与受控系统的相平面图如图4所示)

图9 上田振子的混沌吸引子与受控系统的相轨迹

)&("9 *+,-./0,1-2.32%2.&(&’/41+/25/’612’-.244,67/--,.’:+/’*&/’535-,8
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!"# 强迫$%&’’()*+,%振子方程

!"!#"（$#$）"#"%%#!&’("&
!%!$"""%
!
"
# %

（)）

其中，#!*’+，$!$’%，"!*’,)，当!!*’*-时系

统出现稳态混沌’反馈控制项("加在系统（)）的第
一式上’
取反馈增益(!*’*,，系统（)）由混沌态变为周

期解’原系统与受控系统的相平面图如图.所示’

图# $%&’’()*+,%振子的混沌吸引子与受控系统的相轨迹

-./"# 01(+%*2(3+,%4,5,%./.6*)31*,’*673,6+%,))(78*++(%6,6$%&’’()*+,%’4’+(9

!": ;.6(<=,%7,6截断形式方程

)*!"#!!*"*#$-*
.#$+*+

%##$&’("&

)+!"#!!+"+"（%!,
）%+#$,+

.#$%*
%

!

"

# +
（-）

其中，当#!!*’*+，,!$%，"!*’,,，#$!*’$*时

系统出现稳态混沌’反馈控制项(*加在系统（-）的
第一式上’
取反馈增益(!*’%)，系统（-）由混沌态变为

周期解’原系统与受控系统的相平面图如图+所
示’

图: ;.6(<=,%7,6方程振子的混沌吸引子与受控系统的相轨迹

-./": 01(+%*2(3+,%4,5,%./.6*)31*,’*673,6+%,))(78*++(%6,6;.6(<=,%7,6’4’+(9

!"> ?,%(6@方程

!"!%（""#%）

!%!（-".）""%
!.!"+.#"
!
"

# %

（/）

其中，%!$*，-!%,，+!,／.时系统出现稳态混沌’
反馈控制项(.加在系统（/）的第三式上’
取反馈增益(!%’.，系统（/）由混沌态变为周

期解’原系统与受控系统的相平面图如图)所示’

图> ?,%(6@方程的混沌吸引子与受控系统的相轨迹

-./"> 01(+%*2(3+,%4,5,%./.6*)31*,’*673,6+%,))(78*++(%6,6?,%(6@’4’+(9
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! 基于!"#$%&’(方法的控制机理分析

迄今为止，研究混沌现象的解析方法，仅有

!"#$%&’(方法和 )*%#$%&’(方法两种［+，,-］.由于

)*%#$%&’(方法需要判定系统是否存在鞍焦型同宿
轨道，而这相当困难，因此!"#$%&’(方法应用更为
广泛.本文也将采用!"#$%&’(解析方法，从理论上
解释反馈控制混沌的机理.
以带负线性刚度项/011%$2振子为例，其描述

方程为：

!"3!"#"4#"3$"56!%7’8$&
加上一个基于"的反馈控制项’"，可得受控方程：

!"3!"#"4#"3$"56!%7’8$&3’" （9）
如前图,计算机仿真结果，可将系统从混沌态引导
到周期轨道(
!"# $%&’(意义下的混沌
将（9）式改写为：

#",6":
#":64!"":3)",4$"5,3!%7’8$&3’"
!
"

# ,

（+）

当!6-，’6-时，方程所描述的为;<=%#>’$系统

#",6":
#":6)",4$"
!
"

# 5
,

双曲鞍点（-，-）的稳定流形和不稳定流形重合构成
的同宿轨道满足哈密顿量：

*（",，":）6
,
:":

:4,:)",
:3,?$",

?6+
当+6-时，可得其同宿轨道为：

",-（&）6@
:)$$8"7*$)&

":-（&）6%
:$$)8"7*$)&>*$

!

"

# )&

当’6-时，将（+）式对应于 !"#$%&’(方法中的非
自治系统：

#"6%（"）3!,（"，&） "&-:

则： "6
",
"
"

#

’

(:
%（"）6

":
)",4$",

"

#

’

(5

,（"，&）6
-
4"":3%7’8$
"
#

’
(&

于是可得：

&.（/%）6&.
- ,

)45$",:
［ ］

-
6-

%（"-（&））),（"-（&），&3%）6
（4"":-（&）3%7’8$（&3%））":-（&）

推出’6-时的!"#$%&’(函数为：

0@
-（&-）6*

A

4A

%（"-（&））),（"-（&），&3%）

"
4*
&

-
&.（/%（"

-（1）））B1
B&6*

3A

4A

［4"（":-（&））:3

%7’8$（&3%）":-（&）］B&64
?)5／:
5$"@

!%$ :$)8"7*!$:$)8%$$%

（,-）

当!"#$%&’(函数具有简单零点时，系统具有

)=<#"意义下的混沌(可推出：

!%+?)
5／:!"

5&$ :$$
7*!$
:$)

（,,）

当)6,，$6,，$6,，!"6-(:C时，得!"的临界值
为-(,99(
同理’,-时，可将（)32）代换)，即：

!%+?
（)3’）5／:·!.
5&$ :$$

7* !$
: )3$ ’

易知加上反馈项后，临界值将提高：

’6,(- !%+?
·:5／:·-(:C
5&$:

7* !
$::
6-(5CD-

’6-(C !%+?
·,(C5／:·-(:C
5&$:

7* !
: ,($ C

6-(:EDD

’6,(C !%+?
·:(C5／:·-(:C
5&$:

7* !
: :($ C

6-(?CC5

在原系统处于混沌态时，如!%6-(5C时，加上反馈
项后，由于临界值的提高，同宿轨道将不再横截相

交，从而抑制了混沌，如图,所示(
!"! 周期解的存在性
如前所述，（+）式中的哈密顿量如下：

*（",，":）6
,
:":

:4,:)",
:3,?$",

?6+

当+,-时，可得其周期轨道为：

",3（&）6@
:)

$（:43:$ ）B$
（ $)&
:43$ :
，3）

":3（&）6%
:)

$（:43:$ ）
（43:） )

:43$ :

F$（ $)&
:43$ :
，3）)$（ $)&

:43$ :
，3

!

"

#
）

而周期轨道的周期为：

:3 :43$ :

$)
6:!$
4
56

4
56

其中4，5为互质素数(
当’6-时，将（+）式对应于 !"#$%&’(方法中

的非自治系统：

#"6%（"）3!,（"，&） "&-:

D:E第E期 方燕燕等：混沌系统反馈控制的!"#$%&’(分析

万方数据



与前面所得结果一致!仅有如下变化：

"（#$（%））!&（#$（%），%!!）"
（#"#$$（%）!"%&’#（%!!））#$$（%）

推出’"(时的)*+,-.&/函数为：

(0
$（%(）""

)*

(

"（#$（%））!&（#$（%），%!!）

*
#"
%

(
%+（,"（#

$（-）））1-
1%""

)*

(

［#"（#$$（%））$!

"%&’#（%!!）#$$（%）］1%"#".2（)，/）#

".$（)，/，#）’-,#!

（2$）

其中：

.2（)，/）""
)*

(

（#$$（%））$1%""
)*

(

$0
1（$#$$）
（$3）

0
$#$$4,

$（ #0%
$#$# $
，$）5,$（ #0%

$#$# $
，$）1%

$"#0%／ $#$# $$$$$$$$$$
$"
$/2（$）

(

$0$$3
1（$#$$）$

$#$# $

#0

4,$$·5,$$·1$"
06／$

1（$#$$）6／$
$
6
［（$#$$（)，

/）·$3（$（)，/））#3$’$（)，/）2（$（)，/））］

2（$），3（$）为椭圆函数!

.$（)，/，#）""
)*

(

#%&’#
（%!!）
’-,#!
·#$$（%）1%"

"
)*

(

’-,#%· $0
1（$#$$# ）
（#$$） 0

$#$# $4,

（ #0%
$#$# $
，$）5,（ #0%

$#$# $
，$）1%

$"#0%／ $#$# $$$$$$$$$$
$"
$/2（$）

(

##$0$$

#1（$#$$）
’-,#% $#$# $

#0

4,$·5,$·1$"
#$0
#1
!#
#0
’*%7!)2

’（$（)，2））
2（$（)，2））

当/"2时，.$（)，/，#）"(；
当/%2时，考虑周期2解情况，即)"2，则$

必须满足$2 $#$# $"$!!
查椭圆函数表：

$"(!89$:，

3（$（2，2））"2!(339(3，

2（$（2，2））"6!(963
$’$"2#$$"(!(63;8，

$’"(!29;9，

2’（$）"2（$’）"2!:93<
当)*+,-.&/函数具有简单零点时，系统具有5=>+*
意义下的混沌!可推出：

%"
%"&

.2（)，2）

.$（)，2）
"

#$
60

#1（$#$$）6／$
［$#$$（)，2）·$3（$（)，2））#3$’$（)，2）2（$（)，2））］

!#’*%7!)2
’（$（)，2））

2（$（)，2））
代入数值可得：

%"
%"&

#$
6
·2

#2（$#(!89$:$）6／$
（$#(!89$:$·$·2!(339(3#3·(!((63;8·6!(9:63）

!·2·’*%7!
·2·2!:93<
6!(9:63

"

(!;3:$:’%"&(!2;26
同理’%(时，可将（0!’）代换0，即：

%"
%"&

#$
6
（0!’）

#1（$#$$）6／$
［$#$$（)，2）·$3（$（)，2））#3$’$（)，2）2（$（)，2））］

!#’*%7!)2
’（$（)，2））

2（$（)，2））

当’"2!(时，$满足$2 $#$# $"$!#$
查椭圆函数表：

$"(!889<，

3（$（2，2））"2!((;((，

2（$（2，2））"3!66(
$’$"2#$$"(!(($:89，

$’"(!(:(8<，

2’（$）"2（$’）"2!:<292(
于是可得：

%"
%"&

#$
6
·$

#2（$#(!889<$）6／$

（$#(!889<$·$·2!((;(#3·(!(($:89·3!66(）

!·2·’*%7!
·2·2!:<292(
3!66(

"

(!9$;3’%"&(!$(;;
当’"(!:时，$满足$2 $#$# $"$! 2!# :
查椭圆函数表：

$"(!88:$，

3（$（2，2））"2!(2:((，

2（$（2，2））"6!;8<(
$’$"2#$$"(!((8:<<，

$’"(!(8<9;，

2’（$）"2（$’）"2!:<3<(
于是可得：

%"
%"&

#$
6
·2!:

#2（$#(!88:$$）6／$
?
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（!"#!$$%!!·!·&!#&%##"’·#!##$%((·)!*$(#）

!·&·+,-.!
·&·&!%(’(#
)!*$(#

/

#!0*!))!!""#!!&%%0
因此，理论上讲，当!"/#!)%时，原系统加上反馈
后，可以由混沌态导入周期&轨道!
需要指出的是：理论计算与数值仿真存在误

差1这一方面是由于2,34567方法自身的缺陷造成
的，89:3,马蹄意义下的混沌并非真正物理意义下
的混沌，因而与数值仿真意义下的混沌存在差异；

另一方面，计算机仿真的结果存在误差，其精确性

取决于计算机硬件设备及仿真软件等综合条件1但
是，毋庸置疑，2,3456;7分析已从定性上很好地解
释了反馈引导带负线性刚度项<=>>54?振子从混沌
态到周期&轨道的机理1
对于其它仿真结果，可以用类似2,3456;7分析

思想解释，这将在以后另文给出1

! 结 论

本文论述了一种简单实用的混沌控制方法，通

过外加一个基于系统变量的反馈控制项@#$，调整
反馈控制项中的参数值#，也即反馈增益，快速地
引导系统转化为希望的周期运动1计算机仿真结果
证明了其有效性及普适性1
另外，本文以计算机仿真典型混沌模型之一

———带负线性刚度项<=>>54?系统为例，用混沌的
微扰判据———2,3456;7方法，在严格意义下成功地
解释了该方法进行混沌控制的数学物理机理12,3A
456;7分析发现，反馈项@#$实质是一作用明显的
扰动项，它将系统参数拉出混沌区，破坏了原系统

的89:3,马蹄意义下的混沌，从而得到周期解1
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