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一类非主型方程的定解问题

蔡 日 增

本文讨论 了非主型方程 xu
二
一 护 k u t t + p u t = O的 C au hc y 问题 以 及混合问题 的

适定性
,

并用能量积分法证明了 当 k 是奇数时
,

问题的解是存在唯一的
。

一
、

引 言

近年来
,

关于非主型方程的研究进行了大量的工作
。

T er ve
s ,

F
.

川 研究了一类非主型方

程始值问题的离散现象
,

他对 C au
o h y 问题

L
p u = u 二 二

一 x Z。 。 , + p u , = o ( t > o , p 是常数 )

证明了具有非零解的充分必要条件为 p 二 1 , 3 , 5 , … …
。

王光寅等 2[] 3I] 作了重要的推广
,

并对

.L
u = o 的始值问题的离散现象进行 了详尽的研究

。

王传芳 l4[ 考虑了混合问题

产l
`

lee
J、

I
、

并证明 T 当 p 今 3
,
7

, 1 1 ,

L , u = 0 (
x > 0

, t > 0 )

u
(

x , 0 )
= 甲 :

(
x
)

, u ,
( x , 0 )

= 甲 2 ( x )

u ( 0 , t ) = 协 ( t )

… … 时
,

混合问题的解不仅是存在的
,

而月
.

也是唯一的
。

本文的目的是对非主型方程 L
p u = 0 作一个推广

,

讨论非主型方程 xu
二
一 x “ “ u : 。 + p u 。 = o

。

文中对这类方程的 C a u o h了问题以及混合问题的适定性进行了研究
,

并用能量积分法证明了

当 k 是奇数
, p < O时

,

问题的解是存在唯一的
。

二
、

关 于 C a u e h y 问 题

我们将讨论 C a u e h y

{

问题 :

u x 二 一 x Zk u t t + p u t = O ( t > 0 , P < 0 )

u
(
x , o ) = 甲 x ( x )

, u t
( x , 0 ) = 甲 2 ( x

)

甲 ; ,甲 : 以及 “ (
x , t )

( 1 )

为了更说明问题起见
,

在下面所讨论的数据

讨论的解 u( x ,

t) 在其定义域上是 C
`

的
,

我们简单地假设
; 甲 :

都是 C
.

的
,

并且为了保证所

( x)
,
甲 : (劝 以原点为无限阶
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。



零点

其中

对任意给定的 。 > 0
,

我们考虑下述严格双曲方程的 C au
c h y 问题

:

干
u

占 U

x : 一 ( x Z k + 已 ) u t 。 + p u 。 = 0 ( t > o ,
P < 0 )

( x , 0 ) = 甲 :
(

x
)

, u t

( x ,
0 ) = 甲 a ( x )

( 2 )

引理 设 k 是奇数
,
由古典偏微分方程理论知 ( 2) 存在解

u 。

(
x ,

t)
,

则有估计式

!
`二 ,一“ 一

` e , `二 )
t Z

}
`一 p

{{ ( u :

)
t Z d x d t

lXXùō

1
.

专

、 、
!

~ X 。
【
甲: , 2 + ( X Z: + · ,甲 22

〕
d X

( 3 )

x 。

> o是任意常数
,

Q曹
= O

。

门 { ( x , t ) 〔 R Z
! t 《 t 。 }

,

而 Q
。

是过点 ( x 。 ,
o ) 方程的特征

线 l : :

d t ,

一 , 二了 二 一 V X . `
十 e

Q X

过点 ( 一 x 。 ,

0) 方程的特征线 12 :

d t ,

一六厂 :一 二 一 V X “ 十 e
Q X

和直线 t 二 0所围成的闭区域
, x ; > O则是 t 二 t 。 ( t。 不大于 l

: 和 t 轴交点的

边界 1
1

交点的 x 坐标 (图 l )
。

的坐标 )和 Q
。

的

证明 把
u 。

( x ,

t) 代入 ( 2) 的第一个方程
,

并用 (u
。

)
t

乘其两端
,

得

(
u 。

) 汇 (
u .

)
二二
一 ( x Z七 + 。 ) ( u :

)
, 、 + P (

u .

)
: 〕 = 0

因为
贝

,
、

止

( u .

)
: ( u .

) 。 = 〔 (
u 。

)
;
( ;

,
)

.

〕
: 一

冬〔 (
u .

)
二 ,

1
,

石
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( u `

)
:

( u :

)
t 。 =

合
〔`”

·

,
! 2〕

t

所以有

〔 (
u .

)
二

(。
.

)
,

〕
二
一

粤以
u :

)
二 , 〕

。一 ( x , k + 。 )

乙
粤〔 (。

e

)
, , 〕

, + p ( u :

)
, 2 =

乙

0

或

合
〔` u ·

,
· , + ` x ’ k + “

, ` u :

, 、 ’ 〕
t一 以 u ·

,
、 ` u ·

,
! 〕一 p` u ·

,
t, = O

对上式两端在区域 Q誉上积分
,

得

{{万李〔 (
u 。

)
二 2 +

一

( 二 2、 十 。 ) (
u 。

)
, 2〕

, 一 〔 (
u 。

)
二

(
u 。

)
,〕二飞d

x d t

J J ` 艺 ,

Q李

一 p

{i
`二 ,

, ’ ` · “ = ”

Q忿

利用格林公式
,

得

以 u 。

)
二 2 + ( x Z k + 。

) (
u .

)门 d x + ( u 。

)
二

( u :

)
t
d t

:

r...J托
ù之O

1上一0自

一

一 p

仃
_

`二 ,
t’ ` · ` , = O

口丁

或

X o

〔甲 ; , 2 + (
X Z“ + 。

)甲
2 2〕d x +

合
X z

[ ( u 。

)
: 2 + ( x Zk + 。 ) ( u :

)
t Z〕d x

一 X o 一 X l

+

{
. , . ,

{合
〔`u 。

,产
2 + ` x Zk + “ , ` U 。

,
t’ ““ 。 s` n , ”

` 1一
,

+ 12
’

一

( u 。

)
t Zd x = 0

、 .尹
J性

J`、

.`

一 、 u 。

)
:

( ·
。

)
。。 。 5

( n , X )

}
d`一 p

{{
Q

其中 a o 分是区域 O曹的边界
,

1;
, ,

12 ,
是特征线 l :

,
l: 的一部分 (见图 1 )

。

因为在 l ; ,
和 12 ,

上
,

c o , ( n , t )铸 o ,

故

音
〔`u ·

,
· , + ` x ’ “ + ` ,` u ·

,
!

勺
c o , `n , ` , 一 ` u ·

,
·

` u 。

,
t C o , `n , `

,

=

一
.

华一二不〔 (
u 。

)
二。 。 s

(
。 , t ) 一 ( u :

)
t e o s

(
。 , x

)〕` 一 (
u .

)
: , c 。 s , ( n , x )

乙 c o s 气n , t ) `

+ (二 2七+ ·
) (

U :

)
、 2 · 。 5 2

(
n , t )

}
==

一丰卞
~

丁[ (
u 。

)
二 e o s

(
n , t ) 一 (

。 :

)
, e 。 , ( n , x )〕, 一 (。

。

)
t , 〔。 。 s ,

(
。 , x )

乙 C O S 气11 5 I J 压

一 ( 二 ,七 , 。 ) 。 。 s! ( n , t )

】王
`
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又因为沿特征线 1,尹 和 1
2 , ,

有
e o s ( n , t ) ) o;

e o s Z
( n , x ) 一 ( x Zk + 。 ) e o Z ( n , t ) = 0

所以

J
, , . , ,

{晋
〔`二 ,

: ’ + `· ’ “ + · ,`二 ,
! ’ 〕一 ` n ,

”

1 1 , 1 2

一 (二 )
二

(
· 。

)
, `。 S

(
· , · )

〕
d l》 。

( 5 )

把 (4 )式和 (5 )式结合起来
,

就得到 ( 3) 式
。

从而引理得证
。

定理 1 设 甲 :
(x )

, 甲2
x( ) 任 C

“
( R )

,

并且
x = 0 是其无穷阶零点

,

又 p < 。
,

k 为奇数
,

则

问题 ( z )存在唯一的解
u
( x , t ) 任C

’

( R
+ 2

)
,

其中

R卜 { (
x , t ) 〔 R Z

卜》 o }

证明 令 Q
二

{ (
x , t ) 任R Z

}o镇 t《 ( x o k+ ` 一 x k+ ` ) / k
+ 1 }

,

则有 口〔 Q
。 。

设 m 是一个任意

的非负整数
,

f 任C “ ( Q )
,

令 ,,̀ ,,一

({{,“
2` · ` t

)
”

,,̀ ,,
。 =

{
。、 i

砚
、 m

l{黯 1}
’

}
%

S = { f〔 C
. ( Q )

,

}} f l! <
+ co }

H叹口 ) 表示 S 关于范数 l}
·

!l
二

的完备化
。

显然 H
“
( O )是一个希尔伯脱空间

。

由估计 (3 )式知
,

}l
u 。

1}
: ( C

:

其中 C
:
是与 。 无关的常数

。

事实上
,

因为

l!
u

。

l}
: 么 = !}

u 。

11
, + 11(

u .

)
t

}l
, + t}(

u
:

)二
、

}l
,

. ’

由 ( 3 )式易见有 ( P ( 0 )
了

.

认一
. 一

_ ’

!}(
u 。

)
t

}}
2 ,

一

{! (
u .

)
二

}!
2 ( C .

其中 C .
是和

`
无关的常数

。

另一方面
,

设

( 6 )

( 7 )

E
。

“ , =

I
x 一 ( t )

u
.盆d七

, 二 x : ( t ) ) 0 ,

则
一 x :

( t )

d E
。

( t ) ==

d t { Z u :

(
u 。

)
t
d七+ u 。 2〔 x ;

( t )
, t 〕x : ,

( t ) + u : 2

〔一 x l
( t )

, t〕x i ,
( t )

丁 厂
知

「

卜
,

{

工 :

( t )

一 x l ( t )

x l ( t )

一 x l
( t )

Z u
:

( u ` ) 。
d七+ { u产〔云: ( t )

,
t」+ u 。 , 〔一 x : ( t )

, t」} x : , ( t )

因为 x : ,
( t ) < 0

,

故有

` 1 8
.1



迁E
。

( t )
、
一

—
之乏,

d t {
x l ( f )

u 。 Z d七+

一 x l
( t )

{
x 一( t )

(
u 。

)
t Z d乙

一 x z ( t )

d E
。

( t )

d t
《 E

。

( t ) +

{
x x ( t )

( u 。

)
、 Z d邑

一 x l ( t )

上式两端同乘
e 一 ` ,

得

d

d t

`e 一 ’
E

。

` , , ,` 。 一

{
x l

( t )

(
u 。

)
: Zd邑

一 x l
( t )

于是

e一 ’
E

。

( t )簇 E
。

( 0 ) ( u 。

)
t Zd七 d丫

、、产丫,r飞了l(xlXùù口..
J.

`Leo
了...口

+

: T o x l (丫 )

( E
。

( 0 ) +
l } (

u 。

)
t` d邑d :

, 。 “ 一 x l ( ,r )

从而由 ( 7) 式得

E
。

( t ) ( e ’
〔E

。

( 0 ) + C
. 〕

上式两端从 O到 T对 t 积分
,

得

。T r X I ( t )
_

1 l
u · Z

d x d t成〔E
。

( o ) + C . 〕 (
e

`

r 一 1 )
J o 户 一 x l ( t )

=

({一 X
o

。 1 2` X + C
·

)
`
一

1 ) 二 e二

所以

u :

}}
2 ( C

. ,

( 8 )

其中 C二 是与
e
无关的常数

。

把 ( 7)
,

(8 )结合起来
,

就得到估计式 ( 6 )
。

我们再注意到
, u 。

(
x ,

t) 对 t 的各阶微商满足同一个方程和类似的初始数据
,

其中后者是

甲: ( x
)

, 甲 2
(

x
)和它们的微商的适当组合

。

例如
,

(
u 。

)
,

就满足

u x二 一 ( x Zk + 。
)

u t 。 + P u , = 0 ( t> 0 )

u
(

x , 0 ) == 甲 2
(
x
)

,

(
x ,

的 =

瑞毕 〔 (p ; ,
(二 ) + p , 2

(
x
) 〕

盖
一 ~
宁 匕

了

附|恤
广

、
l

阵
、

于是
u :

( x ,

t) 对 t 的各阶微商也有类似于 ( 3) 的估计式
。

由假设 x = o 是 甲 :
(劝

, 甲 2
( x) 的无穷

阶零点
,

故可知这些初始数据的绝对值均有与 e 无关的上界
。

因而对任意的非负整数 m
,

我

们类似地有

}!
u :

}!
。
成 C

二
( 9 )

其中 C
二
是与 。 无关的常数

。

任取趋于零的序列 {
。 k

}
,

相应地有 {
u 。、 }

,

根据 B
a n a e h一S a k s 引理

,

存在 {
u 。 、

} 的一个

1 9
`



子序列
,

我们仍记它为 {
u 。 k

}和 u 任甘
` (口 )

,

使得

u “ 十 … … + u 。 k

k

_ 。

}一
。
当 k` oo 时 ( 1 0 )

令

1 上u k = 丁乙
u 。 、 ,

则 {
u ; } 〔 H 口

(口 ) 自 S
,

并且

!}一!!
二 =

{{音亡
· 。

:

}…、 e
。

其中 C
二
是与 k 无关的常数

。

另一方面
,
因为

u 任H
, ( 9 )

,

显然
u 〔 L

Z ( 9 )
,

而且由 ( 1 0) 知

t}
u k 一 u

l!、 o ,

当 k、 co 11」
。

从而由 S o b o l e v
引理知

,

只要 m 一 1> 食就有
u
(
x , t ) 〔 C , (口 )

,

又由 m 的任意性
,

知
u

(
x , t )

任C
“

( Q )
。

因为
u 。 , … … , u 。 k

是 C
a u e h y 问题 ( 2 )在 Q 上的解

,

所以
u 、 ( x , t )也是 ( 2 )在 Q 上

的解
。

从而知极限函数 u( x ,

t) 〔 C
“

( Q )是问题 ( l) 在 Q 上的解
。

又由估计式 ( 8) 知它是唯一

的
。

最后再根据 xo > O的任意性
,

知定理 1 的结论成立
。

三
、

关 于 混 合 问 题

下面讨论混合问题
:

`

u x :
一

’ ·

x Zk u , t + P u , = o
( t > 0 , x > 0 )

u
(

x ,
0 )

= 甲 1
(
x )

, u t

(
x , 0 )

= 甲 2
(
x
)

u
( 0 , t ) = 协 ( t )

( 1 1 )

r
. es了卫
LJ
t...ll,....,、

为此
,

我们考虑两个特殊的混合问题
:

/ u 二: 一 x Zk u t , + P u t = 0 ( t > 0 , x > 0 )

u
(

x , 0 )
= 甲 1 ( x

)
, u ,

(工
, 0 ) = 甲 2

(
x )

u ( 0
, t )

= 0

( 12 )

u : 二 一 x Z ku t t + P u t = 0

u
(
x , 0 ) = u ,

( x , 0 ) = 0

u ( 0 , t ) = 林 ( t )

( t> 0
, x

> 0 )

( 1 3 )

为了叙述方便
,

设下面我们所讨论的数据 甲 ; ( x)
, 甲 2 ( x)

, 协 (t ) 和解
u ( x ,

)t 都是 C
`

的
,

假

定函数 CP :
( x)

, 甲 : ( x) 及 卜 (t )都以原点为无穷阶零点
。

定理 2 设 p < 0
,

k 是奇数
,
甲:

x( )
,
甲 2

x( ) 任 C
`

( R 十 )
,

并在
x = o 有无穷阶零点

,

则问题

( 1 2 )有唯一解
u ( x ,

t ) 任 C
`

( R
+ 2

)
,

其中 R + = { x 任R {
x 》 0 }

,
R 十 2 二

{ (
x , t ) 〔 R Z

I
x ) 0 , t 》 0 }

。

证明 对任意的
。
> 0 ,

设
u :

x(
,
t) 是严格双曲方程混合问题

:



}
u

丁 `资
’ “ +

护任
t t +p

梦
t

几 (
1
”

{ !
’

刃
一

少
`气x ” “ ’ 、 ` ’ U ’

气u 气V , 兀 ) = U

( t ) 0
, x > 0 )

= 甲 2
(

x ) ( 1 2 )户

的解

其中

。

利用能量积分法
,

容易得到估计式 (推导过程与引理的证明类似 ) :

音J二
`〔 (

· 。

)一 (

一
, (二 )

t习“ d一
p

Jl
曰

`二 ,
t! d· d`

目丁

, 1
: 牡 ;

—2 l 〔甲 ;尸 2 + ( x Zk + 。
) pr 2 2〕d x ( 1 4 )

xo > 0是任意常数
, 。
曹

= 。
。

: { (
x , t ) 。 R

Z

r t 、 t
。

}
,

而 。
。

是由特征线 1
:

王
d t

d x

t (
x 。

)

一 斌又正不
一

百

= 0

直线

令

t = 0 和 x 二 0 围成的闭区域
, x ;

) 0 是 t 二 ot > o 与 Q
。

的边界交点的
x 坐标 (图 2)

。

9 =
{ ( x , t ) 任 R Z

}
x 乡 0 ,

( x o k魂 ` 一 x k+ ` ) / k + 1 }
,

则 Q 仁 9
。 。

由估计式 ( 14 )
,

我们有

!l
u 。

!1
, ( e ;

其中 C ;
是与

e
无关的常数

。

0成 t (

于是
,

儿

注意到
u 。

( x ,

)t 关于 t 的各阶微商

满足同一方程和类似的初始数据
,

其中

后者是 甲 ;
( x)

, rp Z ( x) 和它们的微商的

适当组合
,

在
x 二 0 有无穷阶零点

。

这

些初始数据有与
e
无关的上界

。

因而对

任意的整数 m
,

我们类似地有

}!
u 。

!}
。簇 C 』

其中 C二 是与
e
无关的常数

。

由此
,

我

吞 (兄 . ,

ot 》

丫灭
只飞

}
。 凡

图 2

们应用标准的程序
,

存在 {
u 。

} 的收敛子序列 {
u 。

j}
,

它的极限函数
u

x(
,

t) 〔 C
`

( Q ) 是问题

( 12 ) 在 9 上的解
。

再由
x 。

> O的任意性
,

得 u(
x ,

t) 任C
`
( R

十 “
)

,

由估计式 ( 1 4) 可见解是唯

一的
。

定理 2证毕
。

定理 3 设 p < 0 ,
k 是奇数

, 件 (t ) 任 C
’

( R
*
)在 t = 0 有无穷阶零点

,

则问题 ( 1 3) 有唯一

解
u
(

x , t ) 任 C
’

( R
, “

)
。

证明 令
v ( x , t ) = u ( x , t ) 一 协 ( t )

,

则函数
、 ( x , t )满足

{
” 一 r x , kv ! ! + ” v ! “ F

,

` x ,

”

!
” ` x , “ ’ 一 V t

( X , ” , = 0

kv ( 0 , t ) = 0

( t> 0
, x > 0 )

( 1 3 ) ,

其中 F
p
( x ,

t ) = x , `卜“
( t ) 一 p卜`

( t )
。

2 1



令 。 > 0 是任意实数
, ,

。

( x ,
·

O是以下产格双曲方程混合问题。

}
v 二: 一 ( X Zk + 。 )

v t t + p , t = F
,

( x , t ) ( x ) o
, t > o )

}
”
(

x , “ ) “ v t

( x ,
o ) = 0

仁v ( 0 , t ) = 0

的解
。

利用能量积分法
,

容易得到以下的估计式

l xr
, _ _ _ _

, ,

了 J
。 L “ v 。

,
: `
十 ` x ’ “

+ “ ’ `”
·

,
t’
“ d X 一 p

! } ` v ·

, ! ’ d x
d`

O .

+

万
(·

。

)
!
F

p

(·
, 。) d · d 亡

口户

成 O ( 1 5 )

其中 Q犷= 9
。

门{ ( x , t ) 〔 R Z
}t簇 t

。

}
。

而 9
:

是由特征线
:

d t

d x

t (
x 。

)

= 一 了分
“ + 。

= O

和直线 t = 0 与
x = 0 围成的闭区域

,

xo > 0 是任意常数
, x : 》 o 是 t 二 .t ) 0 与 Q

。

的边界交点

的
x 坐标 (图 2 )

。

由 ( 1 5 )式
,

显然有

生 (
2 J

X 1

〔`、
·

,
二 2 + ` X Z卜+ ·

, `二 ,
t Z

〕d X 一 p

{!
`一 )

! 2` · ` ,

9了

(

{咎
`v ·

” F
·

“
’ `’ d` d

( 1 6 )

又

p

彗一
’ d

一 (彗
: (

一
)
’ ` 2

(彗
:

、 1 / z
F

p , ( x , ’ ) d X
d ,
)

或
, 。 , 、 1 / 2

, , r , 、

l / 2
1 1 1 , ` , 」 _ _ I J 、 沪

曰
1 1 1 1 1 , , , 、 - 一

,

、

(妞:
L ’ `

’ ` 一u ` “ L

)
溉

而(悦:
r ’ 一

“
’ t ’ 。 ` 。 `

)
把 ( 16 ) 和 ( 1 7) 结合起来

,

我们得到

工 {
2 J

X -

〔`二 ,一+ ` X Zk + ·
,`二 ,

t: 〕d X 一 p

{J
(
· 。

)
t Z` X d t

Q犷

卫
_ _

: : }

( 1p .」{ F p ,
(
x , ` ) d

x d , 夕

( 1 7 )

之1 8 )

:Q
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令 Q
=

{ ( x , t ) 〔 R Z

}
x 》

·

o
,

o簇 t ( ( x o k + ` 一 x 七+ ’ ) / k + 一}
,

则 Q 二 Q
。 。

于是
,

由估计式 ( 1 8 )
,

我们有

}}、
。

}}
: 镬 C

:

其中 C
:
是与

e
无关的常数

,

注意到 v(
:

)
,

是混合问题
:

厂,
二二 一 ( x 乞k + e )

、 t , + p , , =

v t

(
x , 0 ) =

x Z k卜尹, 尹 ( t ) 一

_ F p ( x ,

0)
x Z七+ e

P件 , ( t )

八“ō八u
一一一一0))t自尹.,X八U

了.、了压、

VV
l

、

l
eses.ee
、、

的解
。

于是
,

我们有

1I
v 。

t}
2 ( C

z

其中 C
:
是与 弓无关的常数

。

类似地对任意的整数 m
,

我们有

v1\
,

}}
, 《 C

二

其中 C
。
是与 已无关的常数

。

因此 { ,
.

( x ,

t) } 中有一个收敛的子序列 {
v
廿

,

它的 极 限 函 数
、 ( x , t ) 任 C

.

( Q )是 Q 上问题 ( 1 3 )沙的解
。

由 x
。

> o 的任意性
,

得到
u ( x , t )

= 、 ( x , t ) + 协 ( t )是

问题 ( 13 )的 C
’
( R

十 2 )解
,

根据估计式 ( 2 8 )它是唯一的
。

最后
,

我们利用迭加原理
,

由定理 2 和定理 3得知

定理 4 若 P < 0
,

k 是奇数
,

又 甲: ( x )
,
甲 2

(
x )

,
协 ( t ) 〔 C

`

( R
+

)
,

并且在 x == 0都有无

穷阶零点
,

则问题 ( 1 1 )有唯一解
u ( x , t ) 〔 C

`

( R
+ 2 )

。
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