
一九八三年

(第四期 )

无 锡 轻 工 业 学 院 学报
JO U RN A L O F T H E w U x l IN S T IT U T E O F L IG盯 IN D U S T RY ( ,.g 第五期 )

方 阵 的 相 似 占优 与 非 异 性

曹 传 书

摘

利用方阵的时角占优性判断 方阵的非异性迄令 己有不 少结果 [” 2 , ” , ` ] , 本文拟从

方阵的行 (列 ) 占优〔即每行 (列 ) 中的占优元素位于 不同列 (行 ) 〕这一条件来进行讨

论
,

先引入相似占优与相似村 角占优等概念
,

进而给 出方阵为非异的充 分 必 要 条

件
,

并推广 〔1〕中的一些结论
。

设 P 为一数域
,

P
” “ ”

表示 P 上所有
n 阶方阵的全体 ; R 与 C 分别表示实数域与复域数

,

R
“ “ ”

与 C
“ x “

分别表示 R 上与 C 上所有
n
阶方阵的全体

。

定 义 1 设 A = ( a ; ; ) 〔 P
n x n ,

( i )如果对于某对 i
,

j ( 1攫 i
,

j蕊 n ) 有

l
a , ; 1) 艺 ,

a I k
l

( 1 )

则称 A为 i(
,

j ) 行占优阵 ; 如果式 ( l) 只有不等号成立
,

则称 A 为 i(
,

j )行严格占优阵
。

i( i)

如果对于某对 i
,

j ( 1 ` i ,

j蕊 n )有

!
a ; ; 1) E l

a k ; 1
( 2 )

则称 A为 i(
,

j )列 占优阵
;
如果式 (2 )只有不等号成立

,

则称 A 为 `王, j )列严格占优阵
。

定 义 2 设
a , a Z… a 。

为 l , 2 , … , n
这

n
个数的一个排列

,

如果 A 为 ( k
, a 、

) ( k 二 i , 2 ,

…
, n )行 (严格 )占优阵

,

则称 A 为行 (严格 ) 占优阵
;
如果 A 为 ( k

, a k ) ( k = 1 , 2 ,

…
, n ) 列 (严格 )

占优阵
,

则称 A 为列 (严格 ) 占优阵
。

由定义 2 立得下述结论
:

定 理 1 行或列 (严格 )对角占优阵分别为行或列 (严格 )占优阵
。

定 义 3 设 A 〔 nP
” n ,

如果存在非异阵 P 〔 nP
“ “ ,

使 P
一 ,
A P 为行 (列 )严格占优阵

, 则

称 A 为相似占优阵
。

L

定 理 2 广义行 (列 )对角占优阵 川必为相似 占优阵
。

证 设 A = a( ; j) 为户义行 (列 )对角占优阵
,

则存在一非异正对角阵
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使得 A D (或 D A )为行 (列 )严格对角占优阵
,

即
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其中

故有

于是
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为行 (列 )严格对角占优阵
,

由定理 1 知
,

A 为相似 占优阵
。

证毕
。

引 理 设 A 任 P
“ ’ “ ,

则 A 为行 (列 )( 严格 )占优阵的充分必要条件是存在一个行 (列 )( 严

格 )对角占优阵 B 与置换阵 Q
,

使得

A = B Q

证 充分性显然成立
,

下证必要性
。

设 A为行 (列 )( 严格 )占优阵
,

由定义 2 知
,

存在 1 , 2 , … , n 的一个排 列 a , a Z… a 。 ,

使得

A 为 ( k
, a k )行 (列 ) (严格 )占优阵

。

令 P 为 ( ak
,

k) k( = 1 , 2 ,

...
,

n) 位置的元素是 1其余位置的元素是另的置换阵
,

易见
,

B 二 A P 为行 (列 )( 严格 )对角占优阵
,

故得

A = B Q

其中 Q 二 P
一 `
为置换阵

。

证毕
。

定 理 3 设 A 〔 nP
“ “ ,

则 d 。 t A 今 。 的充分必要条件是 A 为相似占优阵
。

证 充分性
: 设 A 为相似占优阵

,

则存在非异阵 D
,

使得 D
一 ’
A D 为行 (列 )严格占优阵

由引理知
,

存在行 (列 )严格对角占优阵 B 与置换阵 Q
,

使得

D
一 , A D = B Q

因此
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d e tA = d e t (D
一 `A P ) = d e t ( BQ ) = d e tB

·

d e tQ

= + d e tB钾 0

必要性
:
设 A 的有理标准形为

A 1

F =
A :

其中 A ;
为下列

n ;
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。
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由式 (3 )知
,

D
; 一 ` A ; D ; ( i = 1 , 2 , … , s )为行严格占优阵

,

因此
,

由相似的传递性知 A 为一相

似占优阵
。

证毕
。

由定理 2 与定理 3立得下述推论
:

推 论 设 A 为行 (列 )广义对角占优阵
,

则

d e t A 斗 0

定 义 4 设 A 任 P
“ “ “ ,

如果存在非异阵 P 任nP
“ ” ,

使 P
一 ’
A P 为行 (列 ) 严格对角占优阵

,

则称 A 为相似对角占优阵
。

显然
,

相似对角占优阵必为相似占优阵
,

但逆之不真
。

定 理 4 设 A 任 nC
“ “ ,

则 d e t A今 。 的充分必要条件是 A 为一相似对角占优阵
。

证 充分性 由定理 l 与定理 3立得
,

下证必要性
。

设 A 的 oJ r d a n
标准形为
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由式 ( 4) 知
,

D : 一 ` J ; D ;
( i

= 1 , 2 , … , s ) 为行严格对角占优阵
,

因此
,

A 为一相似对角占优阵
。

证毕
。

注 定理 4 对实数域 R 并不成立
。

例如
,

设

A =

(
_

: ; )
,

D =
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则
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其中 d e t D = a d 一 b e斗 0
。

欲使 A 为一相似对角占优阵
,

即要使

}
a b + e d }> b

Z + d
Z -

所以

a b + e d

一 a Z 一 e Z

b佗 + d Z

一 a b 一 e d )

1
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2 1
a b + e d }>

a Z + b
Z + e Z + d

名

但上述不等式不可能成立
,

因为显然有



a Z + b
Z

》 2 1
a b }

, c Z + d
z

》 2 }
e d l

,

因此恒有
a Z + b

Z + e Z + d
Z

》 2 1
a b l + 2 {

e d ! 》 2 }
a b + e d }

上述例子说明
,

当 A 任R
“ “ “
时

,
A 不可能为一相似对角占优阵

; 但此时
,

A 的特征值为

士 i ,

故A 与方阵`天 o
:

、相似
,

而后者显然为 C
Z · :

巾的行严格对角 占价阵
.

即 A 去一 、 。 。
奋

` ’ `
认“ , J/

`
甲、 0 一 i /

`
.口 ’弘”

’ 日 ’目 侧巡价 ; / , 勺
卜 r 只 , , J ’ ,廿月州 目 粉 `吁

, 乒 IJ “飞 / 习一 甲目 1以利

角占优阵
,

因此
,

方阵 A 是否与对角占优阵相似是同 A 的基域密切相关
。
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