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九 点 格 式 椭 圆 型 差 分 方

程 的 解 法
张 建 华 费 荣 昌

基 础 课 部

应用 方法求解二维椭圆型偏微分方程
,

一般都是将微分方程化为五点 菱

形 格式差分方程
,

然后求解 文 〕中比较详细地论述了各类五点格式椭圆型差分 方 程 的

解法 为了缩小差分方程的截断误差
,

减少平均游动步数
,

本文给出 了 九 点

格式椭圆型差分方程的第一
、

第二和第三边值问题的 解法及平均游动步 数 的

估计
。

一
、

方 程 第 一 边 值 问 题

九点差分格式的 解法

欲求 方程第一边值问题

△
,

任
,

,

〔

。

。

的解 其中 是某二维区域
,

是 的边界

以 步长为 的正方形网格覆盖区域
,

在接近边界 处
,

取与边界相距最 近 的 点
,

如

咚
,

将它们连成多边形区域
,

记 为其内部节点的全体
,

为其边界节点的全体

一 日日

户户尸尸尸尸

、、、、
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、 一, 场

一
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图

本文 年 月 日收到
。
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与方程 相应的九点格式  差分方程为

告
, 、

、「

” 丁 台
“ 、 ‘” ’

一

丽 乙
, 、 ,

〔
,

二

其中
, ,
…

,

是与 相邻的八个节点 图

边界条件 化为
,

〔
,

构造二维随机游动如下

设想有一质点自 出发
,

分别按概率

, , , ,
一

, , 月 一 , , 一 , 、 一
, 怡 性 任

。

这里 是 。 十 的任意实数 向与 相邻 的 八 个 节 点
, , , , , ‘,

, ,

之一游动一步
,

然后再分别按概率 自新的位置向与之相邻的东
、

西
、

北
、

南
、

东北
、

西南
、

东南
、

西北八个邻点之一游动一步 如此继续下去
,

直到质点到达某边界节点

处
,

游动才终止 图

沙一
, , ‘, ,

, , ‘‘

十一, , , 一, 屯屯

, 、, 、

‘ , ,

图 图

对节点 任
,

若质点从 一步游动到
十 ,

江
, , , ,

则这一步称为一个移 动

若质点从 一步游动到
十 ,

江
, , , ,

则这一步称为一个跳动 记 卜 件 为游动

路线 , , , … , 的跳动次数

若质点的游动路线是

。” , …、 卜 ,
二 〔 帝 ,

则定义随机变量 毛的值为

尸 ,

。
、

‘ ” 丫 ’ ‘少
一

杯‘刃丁
一

动西
一 ’ ‘、议 ’

·
。

若质点游动的出发点是某边界节点
,

则它就停留在 处
,

这时定义随机变量 乙的值为

乙 ” 。

现在
,

我们来证明
,

这样定义的随机变量 邑的数学期望 动 就是方程 满 足 边 界
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条件 的解
,

即

邑 ”

证明 对 任
,

以 丫 表示质点沿路线 游动的概率
,

按数学期望 的 定 义
,

有

。 丫 乙
。 丫 丫 ,

上式右端为对从 点出发的一切游动路线的集合 求和

将 丫 看成是由
。
、

, 二和

‘ , … , 卜 , 任

组成
,

则由

丫
件 一 ,

卜  !∀
,

=
1

,
2
一
3

,
4

,

j
= 5

,
6

,
7

,
8

及 (1
。

6 )知

”
“

,
)

=

…
1sp” 火Y pl j) ,

=
1

,
2
一
3

,

4

1

5 ( 1 一 4 P )

”
( Y

p zj)
,

J
=

5
,

6
,

7
,

2

,

r P

,
J

P

r

{ P , P , j
}

=
弓 1L
‘ 一下一 一 P

,
J

任

1
,

2
,

3
,

4
-

5
,

6
,

7
一
8

。

因此

E (。 (丫
p
) )
=
乙

。
( 丫
p
) P
r
{ 丫
p
}

{ Y
p
}

一

户军
、

命
·
“

, 1 】, P
r
‘P一P

!1, P
r
“
p!三’

ty p一j少

.

咨。 1
个 2

,

2

.

—
优里户甲

、
5 ( 1 一 4 P )

四
飞丫p l jl

。
(丫
plj)P

r
{ P , P , ,

} P
,

{
丫, , s

}

E (
”
(丫

, 1 5
) )

,

·

乙曰1

一
20十

=

洁
一

户
E‘·‘
一

, ’

即 E (。 ( Y
p
) ) 满足方程 (1

.
3)

。

对 Q 任 r
. ,

有

E (。 (丫Q ) ) =
E

。
( 丫Q ) P

r
{ 丫
Q }

,

{
丫Q }

丫Q 表示质点自边界节点 Q 出发而终止于 r
.
上的游动路线

,

这样的游动路线只有 一 条
,

就

是质点从一开始就停留在点 Q 处
,

因此 P
r
{Y Q卜 1

,

从而
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E (。 ( 丫Q ) ) = 乙
。
(丫Q ) p

r
{丫
Q
}
= U ( 丫Q ) = f (Q )

,

{
Y Q

}

即 E (。 ( Y Q ) ) 满足边界条件 (1
。

4 )

。

因此
,

E ( 劫 就是方程(1
.
3) 满足边界条件(1

.
妇 的解

.

2
.
平均游动步数的估计

下面对上述的 L
a p la oe 方程九点差分格式第一边值问题的 入lo nt

e C ar lo 解法的平均游

动步数进行估计
,

并与五点格式解法的平均游动步数进行比较
.

设
。 ,

( P ) 表示质点从 P 点出发游动经
、
步终止于边界F

. 上的概率
,

贝J平均游动步数为

Z (P ) = E (v(P )) = 乙
v。 、

( P )

.

( I

。

8
)

。 ,

( p )
二 p 乙

。 , 一
:
( p

, , ) +
( 十 一 p ) 乙

。、 一 1
( p

l‘)

代入 (1
.
8 ) ,

并注意到

乙
。 、 一

;
( p

, j )
= z

,

, 二
l

得

Z (P卜
睿

·

[

p

鑫一
(Pl」, ·

(

一

于一 ”一 ,
( l

, ; 、
) 」

= p

睿[鑫
‘一 ‘,

一
‘P !亏, ·

害一
‘P 11,

]

/ 1
十 几 丁一

‘

一 P
\ 4

乙 (
v一 1 )

u v 一 ,
( P

; j ) +

乙
。 一

( I

,

艺j=5

一 p 乙Z (p
l、) + 1

。

五
= 5

一

1

一
42.、、= p 乙Z(P

l, ) +

j
= 1

对 Q 〔 F
. ,

显然有

于是
,

问题归结为估计
Z (Q ) = 0

{

12 (P ) = 一 l
,

P 任D 气

Q 任 r 令

( 1
。

9 )

Z ( Q )
=

0
,

( 1
。

1 0 )

的解
.
其中

12 (P ) = P鑫
z(Plj卜 (告一)鑫

Z‘P !i, 一 Z ‘P ,
·

( 1

。

1 1 )



第 3 期 九点格式椭圆型差分方程的 M o nt e C ar lo 解法

为此
,

我们 引进一个引理
.

引理 若

干‘W ‘p ’毛 一
}‘Z (p , {

’ 一 ‘,

”任D ‘ ,

、

W ( Q ) 冬}Z (Q ) 1
= 0 ,

Q 任 F
半

( 1
.
1 2 )

( 1
.
1 3 )

贝11
}z (P ) {、从

·

( P ) 尹

现在利用这个引理来估计 Z (P)
.
设

w (P ) = w (
x ,

: )
二 入

{

1 - (x 一 x o
)
2

a 2

( y 一 y 。)
2

b
2 ( 1

。

1 4
)

其中
, a ,

b 为把区域 D
. 全部包含在其内部的椭圆

(x 一 x o
)
2

a 2

( y 一 y o )
2

b
2

的两个半轴之长
,

(
x 。,

y
。
)为椭圆的中心

.

显然有 W (Q )) 0
,

即满足引理条件(1
.13)

.

根据 (1
.11)(1

.1 4) ,

可得
. , , ,

一
、

_
、 。 ; ,

/ 1 1 、
‘ W (厂 ) = 一 仁1 一 “p ) “ 扛

‘

气
一

五乏 + -
6
飞-
/

,

要使W (P) 满足条件(1
。

1 2 )

,

只须取

入) 1

/ {

(卜 Zp)h
Z
(孚一争

一

) ]

.

因此

}Z (P ) }( W (P )
= 入11 一

(
x 一 x o

)
2

( y

a 2 b
Z

y 0 )
2

、 , ,

了 1
(l 一 艺P ) n

‘

气厄厄
、 ‘山

(
x 一 x o

)
2

( y 一 y o )
2

一瓜玄
-- --- 一

一 乎 一
º

一
,占

r...‘

、
、、.声了

1

一

护+

(1 一 Z P ) h
Z

(
x 一 x 。

)
2

a Z 一一

..人

广.L..‘

即得平均游动步数的估计式

Z (P ) (—
-

/1 . 1 \
火子

一

十
一

石丁/

( y 一 y o )
2

b
2 ( 1

.
1 5 )

较为粗略的估计式为

Z (p )《
一

乞可砚万压乏 ( 1
。

1 6 )

其中
r 二 m

a x
(
a ,

b )

.

对于 L
a p la oe 方程第一边值问题五点差分格式的 M

o nt o C ar lo 解法 tsl
,

平均游动步数

的估计式为[
4’5 ]

歇P )、

一
;一
宾下

又

卜一工共护
,

‘ 。 1 1 1 、‘ 。
n

‘

一万
一

, 十 、万
一

刀
、 a . U 一 ,

( y 一 y o )
之

b
2
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。
,

。
、

_

1

乙 ‘r )头 序 r‘ ·

由此
,

我们看到
,

L
a

p l
a o e

方程 第一边值问题九点差分格式的 M
o nt e C a rfo 解法的平均

游动步数的估计值是五点差分格式解法的 1/ 2 (l一 Z p ) (0 < p < 十)
,

当 p 二 誉时
,

5
“p “

一
萨 ( 1 -

4 P) 沙 二 1
,

这时随机变量 邑的取值比较简单(毛二 f( Q ) )
,

九点差分格式解法的平均游 动 步数

约为五点差分格式解法的 5/6
.
当 p 取值很小时

,

九点差分格式解法的平均游动步数接近 于

五点差分格式解法的一半
,

这是九点差分格式解法较五点差分格式解法的一个优点
.
其另一

个优点是
,

L
a

p l
a c e 方程九点差分格式的截断误差为 O (h

“
)

,

比五点差分格式的 截 断 误 差

O (h Z) 要小得多
。

例 求下述第一边值问题

{

OZu 6 2u
万二丁歹 +

~
石- 了 = 0

.

u 盖一
o y

-

u
(
X ,

y )
= x 3 一 3 x y Z

,

(
x 一 2 )

2 + ( y 一 1 )
2簇1

,

(
x 一 2 )

2 + ( y 一 1 )
2 二 1

尸尸尸下下下
~、、、、

冈冈冈冈冈冈冈冈冈 州州
「「「「「「「「「 口口
万万万万万万万万万万万 习习
日日日门门门门门门门门门 口口rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

2222222222222 2 111111111
口口口门门门 曰曰曰曰曰曰曰 二二

冈冈冈冈冈冈冈冈 」」回回
口口口口口口口

子尸产产

的解 u(
x ,

y) 在点 (2
.2 ,

1) 处的值 (真值为

u(2
。

2
,

1 )
=

4
。

0 4 8 )

.

取步长 五二 0
.
2 的正方型网格覆 盖 区

域 D : (x 一 2 )
2 + ( y 一 1 )

“
( 1

,

在接近边界

F : (x 一 2 )
“ + ( y 一 1 )

“二 1处
,

取与边界F

距离最近的点
,

连成一个多边形区域 ( 图

5 )
。

分别用五点差分格式解法和九点差分

格式解法计算得»

图 5

九点差分格式解法
算组

五点差分格式解法

…
一

王竺竺些步竺
一

业i竺卫些竺过二竺塑兰竺
数 !。二、 1二 , * 】布 , , 脑 ,

, 。/ 、

} 仕:J- 活 }
:二 , *

「
,口 卜, 以 }

“’开以 } 下叼以 {沐茂
、 / “ 产

1

’曰 卜 , 以 {
卜l 并以

u (2
.2 ,

l ) 的值

平均值 …误差
‘% ,

计次

,曰O白J往一拭

J.上

…
!1
..‘..
l
es

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

(
2 4

2 1

。

0 1 2

2 3

。

5 8 1

2 3

。

5 6 6

2 2

。

1 5 6

4

。

1 8 1 0

4

。

4 6 4 6

4

。

2 5 9 0

4

。

7 8 5 4

3

。

2 8 6

1 0

。

2 9 1

5

。

2 1 2

1 8

。

2 1 6

(
2 0

1 7

。

8 0 0

2 0

。

2 4 3

2 0

。

4 6 0

1 9

。

5 7 5

4

。

1 3 1 1

4

。

5 3 7 0

4

。

2 3 0 5

3

。

7 0 5 8

。

0 5 3

。

0 8 0

。

5 0 8

。

4 5 4

合计 4000 ( 24 22 。

5 7 9 4

。

4 2 2 5 9

。

2 5 1
(

2 0 1 9

。

5 2 0
{

4

。

1 5 1 1
!

2

。

5 4 7

二
、

对于一般的椭圃型方程
,

一般椭圆型方程第一边值问题

经过适当的变换可化成(见〔6〕第四章 荟1)
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_
_ ‘ 二

~

、

_

o

u

.

~

、

a

u
~

‘

一
、 ,

~

、

L

u

( 尸) 三凸 u (厂) + C ( 厂)
一万二 + d ( 厂)

一

万
__

+ g (厂 )u 叹t’) = S (厂 )
U 入 U J

P 〔D
,

( 2
。

1 )

其中
, e

( P )
,

d ( P )
,

g ( P )
, s

( P ) 为D + F 上的连续函数
,

g ( P ) 蕊0
,

r 是 D 的边界
.

设边界条件为

u (Q ) = f(Q )
,

Q 〔F
.

(2
。

2
)

定义差分算子 1为

: _ Z fIU -
一育

一

、
J L

u 1 1 + u 一2 + u z3 + u l 4 一 4 u

h
2 + C

u 11 一 U I二

2 h

,
u 一: 一 u l‘ 、

+ 。

一乏石
+ g “了

uz。 + u 一6 + u 27 + u ls 一 4 u

h
2 十 C

u 15 一 u z6 + u 一7 一 u 一s

4 h

u
( P

; j )
,

j
=

+ ‘业 , 二

气
物吻}

JJee、
一

J.1八」

一+

其中
, u = u

( P )
, e = e

( P )
,

d
=

d ( P )
,

g
=

g ( P )
, u l ; =

用差分算子 1代替微分算子 L
,

将(2
.
1) 化为

,

2

,

…
,

8

。

tt =

(

1 -

十

(

-

奇
hZg
)
一 ‘

{ (音
+
磊

。

)

· ; , +

(

一

普
一

几
·

)

· , 2 +

(夸
+
磊
d
)
· :3

;

一粉
d
)
· , 、·

(命
+
磊
(· + d )

)

一5 ·

(介
一

扮
(。 + d ,

)
一

+
(命

·

翁
(一 d))

· , , 十

(命
一

九
一

(

。一 d )

)

一
}
一

i3d

h
Z

(

‘一

斋
hZg
)

一’S ,

P 〔D .
。

( 2

。

3 )

边界条件(2
.2)化为

u (Q ) = f(Q )
,

Q 任 r
. 。

( 2

。

4 )

此外
,

假设 h 满足

一
。
( P ) 一、

一

灵
一 ,

}
d ( P )

} 、 之
,

,
·
( P ) + d ( P ) } 、

一

吞
,

}

。
( P ) 一 d ( P ) } 、之

为此
,

只需令

h 毛
2

m a x { {
e (P ) } + Id (P ) })

.

P 〔D

构造二维随机游动与 L
a pla oe 方程第一边值问题解法中的相似

,

不 同者仅为 当 质 点 在

P; 〔D . 时
,

分别 以概率

、

、,,/

出
、

、厂一、.尹
p

(

1 +

息
一

)

, 。

(
卜 誉

。:

)

, 。

(

l +

普
d云

)

,
p

(

, 一

}

(

一

李
一 。

) (
卜夸
(。 、

+
d
。
)

)

,

( 橙一
p
)(
‘一

}

一

(
一 + d 。

(

一

李
一 。

) (
卜普
(·; 一 d

:
)

)

,

(

一

;

一 p

) (
卜
;
(一 “)

) (2
。

5 )
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向与 P
。相邻的八个节点 P

:十 l
,

; ;
P

i + l , : ;
P

i 牛 1 , 3 ;
P

; 十 l , 4 ;
P

i 十 1 , 5 ; i + 一, c , P
s , 1 , 了,

P
i 十 1 , s

一游动一步
。

其中
e;= e(P 。) ,

d
; =

d ( P
i

)

为表达方便起见
,

令

l
5 “ p “ . “,

( 一 4p)
;。 ,

m
= U

,
1

,
z

, ‘ ’ ‘
,

W

若质点的游动路线是

Yp:

则定义随机变量 七的值为

i=

(
卜

一

晶
一

h

Z

g
( P

:

)

)

一 ’,
i

= 。,
1

,
2

,
·

…

P = P。, P ;、 PZ, …‘P
、一 L‘ P k= Q 任r 气

3
弓二 U 气丫p) = 一 丁下

1 U

k 一 1

h
,

乙 (a二 p 。 ) + a k
(开
w 、) f ( Q )

.
( 2

.
6 )

W开i=l

若质点游动的出发点是某边界节点Q
,

则它就停留在Q 处
,

这时定义随机变量 乙的值为

息= u (丫Q ) 二 f ( Q )
.

( 2
.
7 )

可以证明
,

这样定义的随机变量 息
,

其数学期望 E (劲 就是方程 (2
.
3) 满足 边 界 条 件

(2
。

4 ) 的解
,

即

E (七) 二 E (
”
( Y

p
) ) =

u
( P )

.

对上述给出的 M
o nt e C ar lo 解法

,

其平均游动步数 Z (P )满足的差分方程为

万12(p)
“ 一 ‘,

p 〔D 气

LZ (Q ) = 0
,

Q 任F .
,

Z

奋

d

h一2
Jh,曰

其中 12 (P ) = P
h

、

,

( 1 +

万
c)乙 , , + ( 1 一

‘

~

h

. 、

~

c , 乙 , 2 + ( 1 +
一

了
d)乙, , + ( l -

一 。
) {
( l +

愁
一

(

。 + d ) ) z
, : + ( , 一

冬
一

(

。 + d ) ) 2
16

“
山

.口Z一

, ..扭.J二 ,
J

h

. 、 、

,

( “一 d , ) 乙 , 7 + ( l 一

万
‘c 一 。) )乙 , “

卜U,曰

1一4+�..人

J.Z、
J
‘
、

++

Z
=

Z ( P )

,
2

l j =
Z ( P

: j
)

,

j
=

1
,

2
,
…

,

8

, 。 = e
( P )

,
d

=
d ( P )

.

用与第一节 2 相同的方法对Z (P )进行估计
,

得平均游动步数的估计式
:

Z (P )(
(1一 Z p ) h

Z m i
n

D

一二
- -
.
-
-

一「
1-

_ 1cl_ !a }、L
a b /

(x 一 x o
)
2

a 2

( y 一 y o )
2

b
2 ( 2

。

8 )

l
bz

+

1一扩/‘吸、

而相应的五点格式差分方程第一边值问题酌 卜肠nt
e C ar lo 解法 t

’l 的平均游动步数 的沽

计式为151

Z (P )(
-
一

h Zm in

D

2

(拿
+
者
2一 ’
岁
-

(x一 x o
)
2

a 2

( y 一 y o )
2

一 b
Z一

,工

r‘.

.

.
1

一
、
、、.了产

�

d

.

b
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因此
,

九点差分格式解法的平均游动步数的沽计值为五点差分格式解法的 1/ 2 (1一 Z p )
.

三
、

第二
、

第三边值问题

九点格式椭圆型差分方程的第二和第三边值问题的 M on te C ar lo 解法
,

与五点格 式 的

类似
.
我们以 L

a p la 。。方程为例
,

给出其结果
.

1
。

第 二 边 值 问 题

L aplaoe 方程 第二边值问题为

f
八u (p ) “ 。

,
p 任D

,

飞号汁
=f(Q), Q 。F

,

( 3
。

1 )

( 3

。

2
)

其中
,

s
u

/
O

n

为内法线方 向导数
,

D 为某边界平行于坐标轴的二维多边形区域
,

r 是D 的边界
,

以步长为 h 的正方形网格覆盖 区域 D
,

边值问题 (3
.1)(3

.
2) 化为

,
n

、

1 井
,

。
、 .

1

u 、f ’ =
了
~
台

“ 、厂 ’‘, 十 厄丁

3

乙
u(P左:) ,

p 任D .
,

( 3
。

3
)

u
( P

e
)
一 u

( Q )

h

=
f ( Q )

,

Q 任F 气 (3
.4 )

其中 P
e
是与Q 相邻且位于 Q 处内法线方 向上的内部节点(图 6 )

。

构造二维随机游动如下
:

质点从 P 出发
,

当它在 D勺勺部时
,

分别 以概率

1 1 1 1
p ,

p
,

p
,

p
, 一

4一 p
,

4 一 p
,

一

4
一 p

,

了 一 p ( 3
。

5
)

向与其相邻的东
、

西
、

北
、

南
、

东北
、

西南
、

东南
、

西北八个节点之一

i涛动一步
。

当质点到达边界 F . 的某节点Q (或游动的出发点就 是 Q )

时
,

或以概率 t 被弹回到 P
。
处继续游动

,

或 以概率 1一 t 被吸 收
,

即

}}}}}
一一

厂厂eee
J~ .一

.
~ -----

---

~~ ~唱唱唱唱

{

P
r

{ Q 、 P e }
= t,

P
r

{ Q 、Q }
= 1 一 t

,

( 3
。

6 )

( 3

。

7 )

图 6

其中 t是 。< t< 1 的任意实数
.

这样定义的随机游动
,

它的每一条自P 点出发的游动路线
,

最后必将终止于边界 I
‘ 粉 灼

某节点处
.

定义随机变量息如下
:

游动路线 (Q 任r 勺 随机变量 七的值

丫p: P 二 P
。
~ P

t 一‘

一
,

P
k 一 l , P k= Q

.
息二 诚丫户 =

h
t一 1

. -

一
红一一

二

一r‘n 、
,

5

压

P

‘ 一 协‘
( 1 一 4 P 少

卜‘ 一 “
飞

‘ ’

丫p: P 二 P
。、 P 一

‘

一 , P
‘一 l

一

, P
k “

Q
一 ,

P
e

一

, …
,

息二 ”
( 丫
p
) =

1

5 ‘ p 七
一 “k

( 1
一 4 p )

”k
”
(

·

丫。
。

)
;
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Y Q: Q ‘ Q
,

h

,
_

互= ℃ (丫Q〕二
‘ , 一

I ( Q 少;
‘
se

l

Y Q :

Q , Pe , 一
:
= 。

( , Q ) =

{

。
(丫
p.
)
.

则 七的数学期望E (动是 (3
.3 )(3

.
4) 的解

,

即

E (邑) = E (” ( Y
p
) )

= u
( P )

。

2

。

第三边值问题

L aP l
a ce
方程第三边值问题为

{

△u (P ) = 0
,

P 任D
-

(3
。

8 )

熟一 日
u (Q ) + ;(Q )

,

Q o F
,

0 n

( 3
。

9 )

其中 日> O 为实数
,

其他符号同第二边值问题
。

以步长为 h 的正方形网格覆盖区域 D
,

( 3
.

8 ) ( 3
.

9) 化为

,

。
、

1 井U tr)二 一

—
夕

.
U

5 石

(P13, ·
责鑫

·
( P

l , ,
,

P 〔D 一 (3
。

1 0 )

u
( P

e
)
一 u ( Q )

h

= 日
u(Q ) + f(Q )

,

Q 〔r : (3
。

1 1
)

构造二维随机游动类似于第二边值问题
,

不同者仅为(3
。

6 ) (
3

。

7) 应改为

。
尹

~ 一
、

1

厂 r t Q 净 厂e 少= 万一
, 一

工石
1 , r

U 尸

P
r
{ Q , Q }

二
h 日
1 + h日

定义随机变量 邑如下
:

游动路线(Q 〔r .)

Y p: P = P O、P ;, … , Pk一 ;、P k = Q
,

丫。: P
=

P
。, P ;

, …、 P k
一
1 , Pk = Q、P

e、 …

Y Q : Q , Q
,

Y Q :
Q ‘ Pe~ …

,

随机变量 邑的值

1
弓= ”‘丫p ) = 一日 sk pk一协k ( z 一 4 p )

“七 f ( Q )
;

1
,
勺 = ” ‘Y

p , = 5‘ p “
: ,

k
( 1 一

J
p砰

”‘Y
, ,

) 多

l
, ,

~

、

弓二 ” 叹丫Q ) = 一 顶
一 i 吸议 ) ,

尸

乙= ”
( Y Q )

= ”
( Y

p。
)

。

则 七的数学期望 E (幼 是(3
.
10 )(3

.
n ) 的解

,

即

E (是) = E (” ( Y
p
) )

= u
( P )

.

3
.

平均游动步数的估计

按平均弹回次数对第二
,

第三边值问题的平均游动步数进行估计
.

质点自 P 点出发游动第一次到达边界的平均游动步数的估计仍然是 (1
.13 )( 或 (1

。

1 4 ) )

,

以后每次弹回 D
奋
内部再游动到达边界的平均游动步数的估计式为
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,
,

。
、

_
M

乙L 厂 创 ) 芝二 二

一—
一

—
一

- 一一一 不 几一一一
~
一丁一二—

。

_ 、 , 。
1 1 1 、

、l 一 “p ) n
‘

、
aZ + bZ /

其中
M = m ax

r e

(x 一 x o
)
2

a Z 一

( y 一 y o )
2

b
2

r
e
是由与 F

奋 上的节点 Q
;相邻的内部节点 P

e;
所连成的多边形区域的边界

。

而游 动的 平 均

弹回次数X (P )的估计式为[5]

第二边值问题
: X (P )( t 八1

一 t)
;

第三边值问题
: X (P )簇 1 / (b 由

.

因此
,

平均游动步数的估计式为

第二边值问题
:

…

, ..
l

J ..

t
we

t

!

M一卜M一印(x 一 x o
)
2

( y 一 y o )
2

b
2一

..人

口

l

、一
l
.L

Z ( P ) 簇
( , 一 Z p ) h

Z

(寺
+
奋)

)
+

第三边值问题
:

Z(P )成 、 , ,

/ 1

L l 一 艺P ) 仓
‘

气
一
又之

、 ‘‘

一
_ ‘

「(
1-

1 、 L \
十 几百 ,

O 白
/

(
x 一 x o

)
2

a 2

( y 一 y o )
2
\

.

—
不布一 一

一 口十
O 匀

/

较为粗略的估计式为

第二边值 问题
:

1一--t
一1

第三边值问题
:

Z ‘”’(

、谕
·

Z ( P , 、*。, 一

性、
)hZ ’

l +
h 日

h 日

¹ 这个 引理的证明完全类似于〔幻中第七章 荟3定理 2 的证明
.

一
一 ’ - · · ·

一
- ·

1

º

止匕处取 入的最 小 值 入=

—
-
下下

一一一;一石一
。

~ 一
,

、
,

一
~,

~

·

一
,

· , .
。 、 , ,

, 1 1 、
(1 一 Z p ) h

Z
《汽 + 去

一

)“ r
/ 一 、aZ

,

b

Z

/

» 此计算在 D JS 一 1 31 计算机上进行
.
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