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摘要 本文进一步研 究了方程护 = D少 + 4 ( D > O且不为平方数 )的正整数解
,

得到了

如下结果 : 设衬刀的 任一分解D = m n , m > 1 ,

表示 J a 。 o b i符号
。

*。 果丈i ) D 含有 4、 + s的因子
,

n )
·

i ,

均有 ( m /
n
) = 一 1

,
_

此处 (二 /
n )

或 ( ; ) D 共 1 3 ( m o d 1 6 )
,

或 ( 3 ) (乎
, n )

主题词 分解 , 模 ,
`

素数 ; 正整数 ,

子
。

{”
d1 “补 则 方你

, 一和
` + 4均界奇数解

’
`

.

推可比符号 , 奇数解 , 平方数 ;
’

奇素数
;

’

素因

等
`

( 1
一

,

5 ) ( m q俘1 6 )或丈瘫
, : )等 ( 5 ,

1 ) ( m o d 1 6 )
,

方程
一

J ; 日 `
. · 一

: :

护 = D少+ 4 ,
D > 。且不为平方数 ( 1)

为一著名的二元 四次丢番图方程
,

国内外对此有过许多研究
,

例如
,

C o h n[
` ] 曾经 证 明了

:

如果 D使方程 X Z一 D梦 = 一 4有奇数解 X 至 Y至 1( m o
d2

.

》 ,

则方程 ( 1) 除D 二 5时仅有解 (x
,

妇 二

( 3
,
1 )和 ( 3 2 2

,
1 2 )外

,

无其它正整数解
。

由于方程 ( 1 )如有偶数解时可化为方程 x : 2 一 D l纽组 = l
,

对后者 已有许 多 讨 论
,

因 此
,

V e l u p i l l a i [2 1对方程 ( i ) 的奇数解进行了研究
。

例如
,

他 给出 T 当 D ( 1 5 1 时方程 ( i ) 的全部

解
。

此后
,

.

曹珍富 3[] 4[] 等对方程 ( 1) 有过较系统的研究
,

得 出了带有一般性的结果
。

本文进一步研究了方程 ( 1) 的正整数解
,

得到了如下结果
:

定理 设对 D的任一分解D = m , , m > 1
, n > 1均有 ( m /n) = 一 1 ,

此处 ( m /n) 表示 J a 。 。 ih

符号
,

如果

1 ) D含有 4 k + 3的因子 ; 或 2 ) D 系 1 3 ( m o d i 6 ) ,或 3 ) ( m
, n

) 年 ( 1
,
5 ) ( m o d 1 6 )或 ( m

, : ) 等

( 5
, i ) ( m o d i 6 ) , 则方程 ( i )均无奇数解

。

证 先将方程 (1 )改写成

( x + 2 ) ( x 一 2 ) = 工)g砚 ( 2 )

假设方程 ( 1) 有奇数解
x ,梦,

则有 2 x/
,

故 (x + 2 , x 一 2 ) = 1
,

于是 ( 2) 式给出

x 士 2 = 9 1 4 , x 干 2 = D g 24 , , = :犷一, : ( 3 )

或
x + 2 二 m , 14 , x 一 2 = n g 24 , 鲜二 :

穿1夕2 ( 4 )

其中 D = m n , 二 > 1
, 。 > 1为 D的任一分解

。

首先将 ( 4) 式中的前两式相减得
垂二 m夕14 一 n夕2 4
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方 灌 x “ ` D y 弓+ 4

对上式取模
”
得 m , , `至 4 ( m

o d n )
,

因此 ( m , : ’
)产里 4 m ( m o

咚
” )

,

因 ( m /
” ) = 一 1 ,

· 1 ,
令

” 井 p 、p Z: 二户, , 乡i ( i 于1 ,
2

,

一
s )为奇素数

,

则 ( 4 m加
` ) == 1

,
:

即
.

( m / p
; ) · l ,

故有 ( m
, , )

由此
,

·

n ( m P/
;
, = 1乡 比与假定 (玩 /幻

三 一 1矛盾 ; 故 ( 4 )
、

式为不可能
。

龙
“

;

一一

公IJI

·

竺
”

份̀创、

其次将 ( 3) 式中的前两式相减得
、声、户、 .矛即勺丹O门l

矛r、矛.、 Jf、

或

4 = 夕 14一 D夕 2 4

了
,
`

、
’
:

一 4 = 夕14 一 D 红2 4

先讨论方程 ( 5) ,
将它改写成

、
几

(夕一2一 2 ) (夕一2 + 2 ) = D夕2 4

= 夕: , 2
为奇数

,

故 2 / y
, ,

由此
,

(夕, 2 + 2 , y , 2一 2 ) = 1
,

故由 ( 7 )式给出

功 2士 2 =
一

a 4 , 梦一2不 2 = D b 4 , , 2 = a石

, : 2 + 2 = 二 a` ,

公
: , 一 2 = , “

, ; 2 = 。右

( 8 )

二

幼 )
`
犷

.

七

.

公甘因或

其中D = m n , m > 1 , n > 1为D 为任一分解
,

因为任意两正整数峋平方之差不等于 2
,

故 ( 8) 式

不可能成立
。

又将 ( 9) 式中的前两式相减得

4 二 仇 a 4 一 ” b4

时上式取模
n
便得 m a `圣 4 ( m o d n )

,

故又得 ( m /
n ) = 1

,

不可能成立
,

这就说明方程 ( 5) 不能成立
。

再讨论方程 ( 6)
,

将它改写成
、

』

: 卜

二
; “

.

公
翎

此与假定 ( m / )n 二 一 1矛盾
,

, 二故 ( 9) 式

, t 4
先4犷 1 2 + 4一 4 ; 1 2 =

(夕 1 2 + 2夕一+ 2 ) (夕 1 2一 2夕1 + 2 )

D夕24

= D夕24 ( l b乡

现在证明 (夕产+ 2断: + 2 , 夕1 2一 Zy , + 2 ) = l
。

设 ( y : 2 + 2夕; + 2
, 夕, 2 一 2 9 : + 2 ) = d

,

记 夕: 2 +

必, ; + 2 = d s , , , 2一 2 , : + 2 = d t ,

( s
, t ) = l

,
.

则 4 , : 二 d ( s 一 t )
,

2 ( , : 2 + 2 ) = d ( s + t )
,

因 , :
为奇

数
,

.

故2沪 d
,

由此
,

d /叭
,

= 1 ,

因而 d / 1
,

即 d 二 1 ,

d加
; 2 + 2

,

所以d / (分
: ,

于是 由 ( 1 0 )式给出

, : 2 + 2卜 但 穿:
为奇数

, 一

故有勺
t , 9 12 干 2 )

红12士 2 , x + 2 =

夕一2 + 2夕一 + 2 =

攀2 2不 2 , r + 2 , D乙通
, , 2 = a

6

梦12一 2夕一 + 2 = ”石4 , 9 2 二 a 石

( 1 1 )

( 1 23

其中 D = m 。 , m > 1 , : > 1为D 的任一分解
。

将 ( 1 1 )式中第一式改写成 (夕 ,士 i )
2 + 1 = a4

,

若 y : = 1
,

由 ( 1 1 )
.

式的第二式知 D b今 = 1或 5
,

此不可能
,

由此 yl > 1’ 故“ l士 1 > 0, 但任意两正整数的平方差不可能等于 卜 故 ( , 1 )式不可

能成立
。

现在讨论 (12 )式
: 队 、

’
、

’

犷
? ” 厂

1) 当 D含有 4 k+ 3的因子
气

时分不妨设夕二 k4 + 3争则可 m或 Pn/
,
若 p / m

,

由 (1 2) 式的第一式 得
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( g, + 1 ) 2 + 1 = 滋a 4 ,

p加
,

对上式取模 p得 ( , ; + l ) 2三 一 1 ( m o dp )
,

但 p兰 3 ( m o d{4 )
,

( 一 l加 ) = 一 1
,

故此为不可能
。

同

理
,

若 p /
。 ,

则 由 ( 1 2 ) 式的第二 式 得 ( , : 一 1 ) 2 + 1 = 。石4 ,

对此式 取 模 乡得 ( , 1一 1 ) 2“ 一 1

( m o d p )
,

此亦为不可能
。

2) 当 D “ 1 3 ( m o d 16 )时
,

由 l) 的讨论知
,

可设 D 不含形为 4 k + 3的因子
,

故对 D的任一分

解 D = 优” , m > l
, , > 1 ,

有

( i ) m三 1 ( m o d l 6 )
, ” 兰 13 ( m o d 1 6 ) ,

( 11) m三 5 ( m o d 1 6 )
, ” = 9 (m o d 1 6 ) ,

( 111)仇 = 9 ( m o d i e )
, 扎三 5 ( m o d 1 6 ) ;

( i v ) m = 1 3 ( m o d 1 6 )
, ” 兰 1 ( m o d 1 6 )

。

不论哪种情形都有仇 + 。 二 14 ( m o d 1 6)
,

现将 ( 12 )式的前两式相加得

2 ( , 1 2+ 幻 = m a 4 + 犯 b4 ( 1 3 )

由于功
, a ,

告均为奇数
,

易知

, 一2三 1 ( m o d s )
,

2 (夕x Z + 2 )兰 6 ,【m o d 1 6 )
,

a 4三 1 ( m o d 1 6 )
,

b4三 1 ( m
o d 16 )

故对 ( 13 ) 式取模 16 便得

3 ) 当D = m ” , m > i
,

” 主 5 ( m o d 1 6 )
。

显然
,

由m > 1
, 。 > 1

,

m + n 二以 m o d 16 )
,

此与上述所得 m + : 三 1 4 ( m o d i 6 )矛盾
。

称 > l 为刀的任一分解时
,

若 m “ 1 ( m o d1 6)
,

现在利用 ( 12 ) 证 明

故 ( 12 )式给出 g ; > 1
,

对 ( :12 )式的第一式取模扒得

仇 a 4笼 2 ( m o d g l
)

。 ’

因百
:
为奇数

,

但易知 ( a 4 , , ; ) = i
,

故

( 2 /梦
、
) = (二 a 4 / g

: ) = (m / ,
: )

。

另一方面
,

由 ( 1 2 )式前两式相减得
4 , x = 跳 a 4一 ” 乙4

( 14 )

由 1) 的讨论
,

可设D = 扭 n不含形 4 k + 3的因子
,

,

但2 / 力
,

故D 的素因子均为 4k + 1形
,

但任意

两个4k + 1形之数相乘其积亦为4k + l形
,

故得

m三 1 ( m o d 4 )
, n 三 1 ( m o d 4 )

。

对 ( 1 4 )式取模二得 4 , ;兰 一 。护 ( m o d m )
,

设二 = 口: 1̀2…口t , 口
:

( i “ 1
,
2

, … , t ) 为 奇 素数
,

因

( 4
,口*

) = i ,

故 甸
l
向

:
) = ( 4扮

:
/ q

i
) = ( 一

。
/口

;
)

,

由此得

器)
=

疮
1

(李)
· :

攻(宁
一

)
=

(子 )
。

又 m 二 i ( m o d 4 )
, : 三 z ( m o d4 )

,

则有

(子)
二 ` ,

`· `二 , 一 ` m`” ,

于是 ( ,
:

加 ) = ( 一 。

加 ) = ( 一 1加 ) ( n /二 ) == ( : 加 ) = (二 /
n ) = 一 1

,
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再由前面所得 (2 /叭 ) 二 ( m / yl )可知

( 2 / ,
: = ( m /封

, ) = (夕1
/ m ) = 一 1

。

。 , 。 , 二 、 _ , . 、

(纽
2一 1 ) / 8 、 。 ` .

~ 、 。 , _ _ J 。 、

但 ( 2 / ,
: ) = ( 一 1 )

、 , ` 工 产 ` 。 ,

故必 , x= 士 3 ( m o d s )
。

下面证明 , ;等 一 3 ( m o d s )
,

由于 m 二 l ( m o d i 6 ) 及 a 4二 i ( m o d 1 6 )
,

故由 ( 1 2 )式的第一式

知夕: 2 + 2 , : + 2二 1 ( m
o d 1 6 )

,

即甸
: + 1 )

2二 o ( m o d i 6 )
,

由此 易 知 梦, + 1三 0 ( m o d 4 )
,

因此从

升: 三士 3 ( m o d s )只能有

9 1= 3 ( m o d s )
。 矛

现由 ( 12 )式的第二式取模 1 6得 9 一 6 + 2二 。 ( m o d i 6 )
,

即 n “ 5 ( m o d 1 6 )
。

同理
,

若。 “ 5 (m o d 1 6 )
,

则由 ( 12 )式可得
n = 1 ( m o d 1 6 )

。

当优 “ 9 ( m
o d 1 6 )或 m 兰 1 3 ( m o d 1 6 ) 时

,

从 ( 1 2 )式可分别有 ( 9 1 + 1 ) 2三 8 ( m o d 1 6 )或 ( , ; + 1 ) 2

= 1 2 ( m o d l e )
,

即 ( g : + 1 /幻 2二 2 ( m o d 4 )或 ( y 、 + 1 / 2 )
2二 3 ( m o d 4 )

,

但 , ;
为奇数

,

此均为不可能

证毕
。

注
:
关于方程 ( 1) 的奇数解

,
V e ih p il l a i对D = (P 奇素数 )时已在〔幻中给出了解答 , 而当

D = qP
,

(P
, q为不同的奇素数 )时

,

文 〔 3〕
、

〔4〕中得到了若干结果
,

但这里作为定理的推论

给出如下进一步的结果
。

推论 设 D 二 qP
,
P

, q为不同的奇数
,

且 q( / )P = 一 1
,

则当下列六种情形中的任一种出现时
,

方程 ( 1) 均无奇数解
:

1 ) P兰 1 ( m
o d 4 )

, 口= 3 ( m o d 4 ) ;

2 ) Pq三 1 3 ( m o d 1 6 ) ,

3 ) P兹 1 ( m o d l 6 ) q等 5 ( m o d 1 6 ) ;

、
.

4 ) 乡兰 5 ( m o d 1 6 )
, “ 等 1 ( m o d 1 6 ) ,

5 ) P二 9 ( m o d 16 ) ;

6 ) P二 13 ( m o d 1 6 )
。

证 1) 因 D = P q , q 二 3( m o d 4 )
,

故由定理证明中的 1) 可知此时推论成立
。

2) 利用定理证明中的 2) 即得
。

3) ~ 6) 利用定理证明中的 3) 即得
。

最后指出
,

在本文定理的类似条件下
,
可以研究方程

沪 一 4D , 4 = 1

的解
,

若能证明此方程对某些 D无解
,

则此时方程 ( 1) 就无偶数解
。

因此方程 ( 1) 的求解问 题

有可能对很大一类D得以解决
。
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