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在Pe ar so n

分布族总体中选取代表点的问题

费 荣 昌

(基础课部 )

摘 要 本文研 究如何在Pea
r s o n 分布族总体中选取代表点

,

使它们尽可能多地

保留总体的信息
。

证明 了代表点的存在性
,

一

并给 出
·

了求代表点的算法和三个计其实

例
。

主题词 Pe
ar

so n 分布族总体 ; 代表点 , 损 失函数

0 引 言
·

如何从总体 X 选取
n
个代表点

x 。、, x
。 : ,
⋯

, x 。 。 ,

使它们尽可能多地保留总体的信息
,

即

使损失函数

; (: ; , 二2 ,

⋯
, X 。

) =

{
1
骂{之

n

(
.

夸玉)
’。‘· , dx

在 x
。 , , x 。 2 ,

⋯
, x

。 。

达到最小值
,

其中 甲(x ) (a < x < 的是X 的密度函数
, a Z

是X的方差
。

关于这个问题
,

文以〕研秃了正态分布的情形
,

文仁2 : 研究了 r分布 和 w
e ib 。n 分 布的

情形
。

一

本文更一般地 研究 P e a r
拓n 分布族代表点的选取问题

。

Pe a r s o n K 从某些一般性考虑出发
,

提出了一个微分方程

X + C

bZ x Z + b lx + bo
甲(x)

把满足这方程的密度函数中(x) 挑选出来
,

构成一个分布族
,

后人把它称为Pae
r
so

n
分布族 [31

。

概率统计中的许多重要分布都属于这个分布族
,

例如正态分布
、

r分布
、

x “分布和 F 分布等
。

下面考虑 P ea fs o n
分布族代表点的选取问题

。

1 定 理

设 甲(x) (x > 0) 是密度函数
,

一

有

丫 1 + 劣2 劣2 + 劣s

L (xl
,

翔
,
⋯

_ 、 、

1 「「一了一
,

_

、 , , 、 1 .

「一万一
,

, x
n
声 =

一

石了 LJ
‘x 一 x , 少

一
甲 ‘x 尹a x 宁 J x ; + x ZL x 一 x Z )

“

印 ‘x ) a x

本文 19 . 9 年 4 月 4 日收到
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十 C O

.

,

!
J

。 一z + x 。

(x 一 x
。

) 2甲(x )‘x

2

X

月

1
.

十+

为求
x 。 1 , x 。 2 ,

⋯
, :

。 。 ,

使 L (x
; , x Z ,

⋯
, x

。

)在
x 。 : , x 二 2 ,

⋯
, x 。 。

达到 最 小值
,

t

可解方程

组

OL

6 x t 一

aL
_

aL
U ,

.

而万 = U ,
’

“ ,
一

蔽丁
= U ,

劣 1 + 劣 2

丁一0 (x 一 x 一)甲(x )d x = 0
,

{

x Z + x3
2

(x 一 x Z )甲(x )d x = 0
,

X l + X Z

2

+ C心

Ix 』飞 1 + x
。

2

(x 一 义 。
)甲 (戈)d x = 0

、

(1 )

(2 )

( n )

定理
‘

1 xl l 二刀x
.

定理 2 设 叭
二)( x > 0 )是 P e a r s。。

分布族的密度函数
,
如果 b0

,
b : ,

b : 满 足下列条件

之一
:

(i)
1

一

丁戈处戈U D ) o
,

右: + 了万( o ;

‘

1
吸1 1 ) 一 一万~ 受 D吕< 0

O

D < 伪

(111) b: = 0
,

b一< 0 ,
吞。( 0 ; (iv ) 吞2 二 b l = 0

,

吞。( 0
,

基中
.

D 二 b , 2 一 4场西
2 。

则对
x 。 一 1> 0

,

方程 (n) 有唯一解 x : . = x :

权 x 。 一 1 )
,

且
x 。 . > x 。一 ; 。

定理

(i = 2
,
3

,

3 的假设条件下
,

对
x l< x 。 一 : , : ,

方程组(i)一 (n 一 1)有唯一解x : = x , (x : )

根据上述定理
,

求方程组(粤)
一 (”)的近似解的算法如下“ 1‘” :

¹ 取初始值
x l = x 。 一 1 , : /( n 十 l ) (当 n =

则由定理 3知 x 。 : 任 ( AL , A R )
。

º因 x l < x 。 一 ;
·

, : ,
‘

由定理 2 和定理 3 ,

可用牛顿法依次求各方程的近似根而得
。 ·

2时
,

由定理 1 , x : , 已知)
,

令A L 二 q ,

城R = x 。 一 ; , 1 ,

对 X l ,

方程组( 1卜‘·)有

吩
解

X Z ,
· · ·

,

一
À 给定精度 e (本文取

名 = 0
. 0 0 01 )

,

则可能出现下述三种情况
:

( i )如果 }x
。‘ 一 x ,

}< 。,

则认为 x , , x2 ,
⋯

, x 。

就是所要求的 x 。 , , x 。 2 ,
⋯

, x 。 二 。

(ii )如果
二 。. 》 二 n

十 “ ,

则说明初始值 x1 太小
,

令A L ” xl
,

再取 翔 =
性AL + A天 ) / 2 作为

新的初始值
,

转向º
。

\
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(111)如果 x
。
. ( x 。

一 。,

为新的初始值
,

转向º
。

因选代过程中区间( A L ,

则说明初始值 xl 太 大
,

令 A R 二 x : ,

再取 x ; = ( AL + A R ) / 2 作

A R )的长度每次缩小一半
,

所以上述算法是收敛的
。

2 定理的证明

《 定理 1

引理 1

的证明是容易的
,

定理 3 的证法见〔2〕
,

为了证明定理 2
一

,

、

设 印(x )是 P e ar so n 分布族的密度函 数
,

如果 西。
, b , ,

如

先建立两个引理
。

满足下列条件 之一
:

( i )
l

_

_ . _ _

玄
一

又。“吸U ; ( 11) b : 二 0 , bl ( 0 ; ( 111) b : = b : = 0 , bK O
。

那末

甲 ( x ) = o ( x
一 2)

。

证 因 甲 (x) 是 Pea r so n 分布族的密度函数
,

有

,I
、 x + ‘

_ , 、

甲
‘

、 x ’一瓦刃下瓦了不瓦甲
、x 八

:
. , ·

1
·

,
‘

, : :二

兰 ~ , 不
~

< D 乙长
.

0盯.

‘

1

“1 ‘”Z x , + ”lx + b 。, 2, g ·

(
Zb : x + b , 一 召万
2姚

x + b , + 了万

卜 、二l 二
.

全互互卫扩万
, D > o ;一C

/口‘、
.

、、./

(P ( x ) =

1

k : ( 2乙名x + 西l ) bZ
. e X P

‘

立一、
Z b z l

2

ZbZx + b - } D = 0 ;
一C

了叮‘了、

一

产

之L

1

k3 ( bZ x Z + 西一x + ‘o ) 2b2 一 p

{( e
一 卫卜、

Z b: 2

2

召丁力
“ r c

、 ZbZx + b a l
t g

勺

一下= 节孟一 r
八了 ~ JJ ,

D < O ,

/了

|!l⋯
weeer卜
.

l
weee‘、eeee、

其中 D “ b : 2 一 4b0吞:
。

当吞: = 0 , bl< 0时
,

b一c 一 bo x

甲( x ) = k 4( blx + bo ) bzZ ,

bl

君

当 6 : = b : == 0 , b。< 0时
,

f 无2
‘

c劣 、

叭 x) 二 大, “ x p飞
户.

筋丁+ 一瓦了
.

显然都有

甲(x ) = o( x 一

勺
.

引理 2 如果 f( f) 在〔
a , + 。 )具有二阶连续导数

,

且

f( a ) > 0 , f( + co ) 二 0 ,

f
,

( a ) < O, f, ( + 加 ) = O-
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> 0
,

= 0
,

< 0
,

a ( 忿< t0 ;

t = to ;

t > to
。

r、,于、气

、户名‘
J..、II尸寸矛

侧

那末方程 f( t) = 。在物
, + co )有唯一解

。
.

丫
.

证 显 然 f
,

(t )在 t。有 极 大 值
。

若 f
, (t。)< o

,

则 当 t > t。时
,

因 f
l, (t) ( 0

,

有 f, (t)

< f
‘(t。), 于是 f

‘

( + co )镇f
l
(, 。)

,

与 f
‘
( + co ) = o矛盾

。

若 f
‘(t。) = 0

, :
则

’

当
’

, ) t。时
,

尹 (t )

< o
,

且 f
, (r ) 在 〔t。

, + 由 )单 调 减少 , 于 是 f‘( + co ) < o
,

也 与 f‘(年 oo ) = o 矛 盾
,

所以

r
, ( t。)> o

·

又因f狡(t)布〔
a , 之。〕单调增加

,

在〔t
。 , + co )单调减少

,

且f
‘

(a ) < 0
,

.

f‘(+ co ) = 0
,

所以在(a
,
扑)有且仅有一点 t0’

,

使

< 0
,

= 0
,

> 0
,

a ( t ( to , ;

t = r o , ;
‘

t> t。, 。

.r,
.

吸.‘、

‘

l
口

子
‘

J了、口护上口
了

显然 f(才)在 t。,

有极小值
。

若f(* 。
,
)> o

,

则当 t> t。‘时
,

因 f
‘(t)> o

,
.

有 f(t)> , (r。
,

)
,

于是 f( + co )》f(t
。, )

,

与 f( + OO ) = 0矛盾
。

若f(t
。,
) = 0 ,

·

则当 t> t 。, 时
,

j(t )> 0 ,

且 f(t )

在〔t0
‘, + co )单调增加

,

于 是 八
+ oo )> o ,

也 与 f( + co ) = 0 矛 盾
,

所以 f (t0
尹)< 0

.

又 因

f(t )在〔
a , to ,

〕单调减少
,

在〔to
, , + co )单调增加

,

且f(a )> o
,

f( + 由 ) = o
,

所以在(。
, to, )

有且仅有一点 t0 “ ,

使

> 0, a ( t < t0 ,’;

= 0 一 t = to ,, ;

< 0
, t> to,, 。

r.,J、.口.、

、.
夕孟‘矛.、.矛」

即方程 f(t) = 0 在(a
, + 叨)有唯一解

。

现在来证明定理 2 。

令丸
= 2t 一 x

。 一 : ,

则方程(n) 化为

F‘X一
‘, “
丁

+ (洲〕 少

(x + x
。 _ 1 一 2忿)甲 (x )d x = 0

。

只需证
,

对 x
。 一 : > 0

,

方程 F(x
。 一 , , : ) = 。有唯一解 户 二 t. (x

。 一 : )
,

且 户 > xn , , .

显然

F‘·
· - ! , X

一 , =

I
+ C( ,

(x 一 劣
。一 、)甲(x ) d x > 0

。

X
n 一 1

由 L 夕H o sp ita l法则和引理 1

f
+ 0 0

rp (x )d x

11皿

t ~ 枷 + 《X ,

“
t

工
t

11m tZ甲(t) = 0
,

t
. ~ 补 + C。

F(x 。 , 1 , + co ) =
.

0
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因

(x n 一 , , : ) = (,

一
。 一 : ) 。(, ) 一 2

王
+ CX〕

甲(x )d x ,

显然有

F
、, (x

n 一 x , x n 一 , )< 0 ,
F

t , (x n 一i , + co ) 二 0
。

而

F
t tl, (x

。一 1 , 才) = (t 一 劣
n

一 )rp
产

(t) + 3 甲 (艺)
,

因

甲尹

(云) =
t + C

bZ玄2 + b lt + bo
rp (t )

,

有

F
t : ,, (x

。

一
, ￡) =

(1 + 3b2 )t Z + (3 b一 + ‘一瓜
一 l)才+

.

3吞。一 e x 。一 l

bZ公2 + b lt + bo
甲(t)

奋

斋
* “,

·

当条件(i) 满足时
,

”(, ) = ”2

(
, *

1 + 3b2 > 0

b , 一 矿万
2 b2 一去 , + 扩万 、

不 十

一
一
丽万- l,2 b2

了ff、
、丫1

.

1
.

因

b ; 一 了万
一

’

2吞: 蕊 一

b , + 矿万
Zb

, ( 0
,

有

h(t) < 0 (t> 0 )
。

当条件 (i i) 满足 时
,

1 + 3b : > 0 ,
h (t) =

当条件(111)满足时
,

1 + 3b2 > 0
,

当条件 (iv )满足时
,

1 + 3 b2 ) 0
,

于是对二次多项式g( O 有

b
.

\2 D I
_ _

, 十
有旷夕一

代

不丁, 」夭吸

= 西lr + b。< 0 (t) 0 )
。

r
且.

..L4‘

,曰口r、

‘

乡
‘

力

h(t) 二 bo < 0
。

g (男
u 一 1 ) = 3 h(x

n 一 l ) ( 0
,

g ( + co ) = + 的
,

又
‘

下
.

1

从而存在 t。(> x
n 一 : )

,

使

< 0
,

= 0
,

> 0
,

x 二 一 1( t < t o ;

t = t o ;

公> t o ,

了..了、..、

、.产矛‘几矛、

g
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即有

;
t , · (二

。一 , , : )

!
> 0 ,

‘

x
n 一 l雀玄< t。;

= 0 , 亡= t o;

< 0
, t> 亡。

-

由引钾 2
,

对 x
。 一 , > O

,

方程 F (x
。 一 , ,

t) = 0 有唯一解 户 = t.( x 。一 , )
,

且 户> 戈
。一 , 。

3 负指数分布
、 X ’

分布和F分布的代表点

对于负指数分布
’ ·

印 (x ) = 大e 一 入工 , x ) 0 ,
久) 0 ,

有
「

材(x) = 一 认中 (x)
,

bZ = 0
,

b , = 一 l / 入
,

石。 = 0
,

满足定理 2 的条件(i ii )
.

对于 X Z
分布

甲(万)
1

一 ZN , Z r (N / 2 )
产 / 2 一 1 。 一 ‘

胆
, 二

>0
,

有

中 ,(幼
二

N 一 2 ~ 厂r

2X
甲(x )

,
·

bZ = 0
,

bl = 一 2 ,
bo = 0

,

也满足定理 2 的条件 (i 11)
。

对于 F 分布

印 (x ) =
1

B (N ,
/ 2

,

N Z
/ 2 )(会)

N ’
/ 2 ·N ’

‘2 一 ‘(
1 +

类梦
·

有

)
一

“

NI:+
N Z’/ 2’

, : > 。
·

甲尹(x) =
(N I 一 2 )N : 一 N 一(N Z + 2 ) x

Z x (N Z + N 一x )
中 (x )

,

2
= 一可牙干百

’

2N 2

一 N 一(N 三 + 2 )
’ b o = 0

当 N Z> 4 时满足定理 2 的条件(i)
。

干是都可按所给算法算出代表点
,

,

下面给出三个例的计算结果
。
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负指数分布(入= 1)

劣
: , l 戈 n Z { 劣

。 3 劣
。 4 劣

n
s 义 n 6 x

·

,
.

⋯
’”x 戈 。9 戈

n 10

1
。

0 0 0 0

0
。

3 5 2 4

0
。

17 9 7

0
。

10 9 0

0
。

0 7 3 1

0
。

0 5 2 4

0
。

0 3 9 4

0
。

0 3 0 7

0
。

0 2 4 6

0
。

0 2 0 2

1
。

0 0 0 0

0
。

5 9 3 6

0
。

4 2 4 0

0
。

3 3 0 1

0
。

2 7 0 3

0
。

2 2 9 0

0
。

19 8 6

0
。

17 5 3

0
。

1 5 7 0

0
。

1 4 2 1

2
。

5 9 3 6

1
。

6 1 1 2

l
。

17 8 0

0
。

9 3 0 5

0
。

7 6 9 7

0
。

6 5 6 5

0
。

5 7 2 5

0
。

5 0 7 7

0
。

4 5 6 0

3
。

6 1 12

2
。

3 6 5 2

l
。

7 7 8 4

l
。

4 2 9 8

1
。

19 7 2

1
。

0 3 0 5

0
。

9 0 4 8

0
。

8 0 6 7

4
。

3 6 5 1

2
。

9 6 5 6

2
。

2 7 7 7

1
。

8 5 7 4

l
。

5 7 12

1
。

3 6 2 8

1
。

2 0 3 9

4
。

9 6 5 6

3
。

4 6 5 0

2
。

7 0 5 3

2
。

2 3 1 3

1
。

9 0 3 5

l
。

6 6 18

5
。

4 6 5 0

3
。

89 2 6

3
。

0 7 9 2 {4
。

2 6 6 5 16
。

2 6 6 5

2
。

5 6 3 6 13
。

4 1 1 5 {4
。

5 9 8 7 }6
。

5 9 8 6

1 0 }2
.

2 0 2 5 }2
。

8 6 2 7 }3 7 1 0 6 !4
。

8 9 7 9 6
。

8 9 7 9

!
L.............I

,工,自八J月任��J八D厅了汽找一O甘八U

X Z分布 ( N = 4 )

犯犯犯 LLL 男
n lll X

n ZZZ 万
n 333 万

n 444 万
n sss 万

n 666 万
n
777 义

n
sss 尤

n ggg 万 。1 000

11111 1
。

0 0 0 000 4
。

0 0 0 000 7
。

7 3 6 666 10
。

0 4 1 000 1 1
。

7 2 2 444 1 3
。

0 4 9 000 1 连 1 通弓RRR 1 5
。

0 8 0 444 1 5
。

8 9 5 555 16
。

6 17 888 17
。

2 6 6 222

22222 0
。

3 5 6 555 2
。

6 2 2 444 5
。

2 1 0 000 7
。

0 1 8 888 8
。

4 2 0 888 9
。

5 9 8 44444 1 1
。

3 8 4 000 1 2
。

1 2 9 222 12
。

7 9 6 55555

33333 0
。

18 3 666 2 :。

0 1 0 444 4
。

0 3 6 000 5
。

5 3 7 222 6
。

7 4 3 666 7
。

7 5 5 44444 9
。

3 9 5 666 1 0
。

0 8 0 8888888

44444 0 ‘1 1 2 000 1 只只交QQQ 3
。

3 3 7 111 4
。

6 2 8 000 5
。

6 9 0 444 6
。

5 9 7 33333 8
。

0 9 4 333333333

55555 0
。

0 75 555555555555555555555 2
。

8 6 7 000 4
。

0 0 4 222 4
。

9 5 6 111 5
。

7 7 9 3333333333333

66666 0
。

0 5 4 444 孟 . 甘 ‘护 , 产、 JJJ

2
。

5 ? 6 333 3
。

5 4 5 999 4
。

4 1 0 111 5
。

1 6 5 11111111111111111111111

77777 0
。

0 4 1 000 1
。

4 16 888 2
。

2 6 6 777 3
。

1 9 3 111 3
。

9 8 5 99999 1 0
。

5 4 0 33333333333

88888 0
。

0 3 2 111 1
。

2 4 6 444 2
。

0 5 1 444 2
。

9 1 2 0000000 8
。

6 2 8 11111111111

99999 0
。

0 2 5 888 1 1 1 7 夕夕 1
。

8 9 4 666666666 7
。

3 8 9 88888888888

111 000 0
。

0 2 1 11111111111111111111111111111 6
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