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弦振动驻波实验的物理机制研讨
帐

乔唤兴

(基础课部 )

摘要 本文借助磁路定理
,

非 齐次泛定方程的
\

定解和没有初始
一

条件弦振动微分方程解
,

较详

细地研究了驻波实验 的物理机制
,

并挥讨了二种结诊
,

当调 节弦长为四分之一波长的奇数倍

时
,

形成一端 为波腹另一端为波 节时稳泛驻菠
。

一

实验证 明
,

该理论推导正确
,

多次实验是稳

定的
。 一

岁
、
二

- .
_ ,

卜

主题词 激振函数
,
格林函数 法

. 稳态强迫振动

19 世纪末
,

英国物理学象 J
.

c 麦克斯韦预言了龟磁波的存在
。

德国科学家 H
.

R赫兹借助

于电磁驻波实验证实了电磁波存在这一预言
。

近来物理学工作者借助子波源一一杆的横向振

动方程亩测量出了固体材料在高温下时杨氏模量
〔̀ 〔。二

、

因此讨论驻波实验中波源的激发
!
拼波源

的振动方程和驻波的形成条件
,

对物理量卿 (量
,

物理实验教学都有认定的意义
。 二
本女以弦

振动为例来讨论驻波实验的物理全过程
。 ” ·
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:

要想形成稳定的驻波
,

为电磁铁
,

一般用频率 f
。 =

必须不断地提供能量
,

要有一个所谓激振函数
。 才

如
50 赫兹市电降压供能

。

设交流电流 I 二 oI 。。 5 0
.

击 对

1又所杀扩 z

1 所 示 虚

、

图图

图 1 驻波实验示意 图

线磁路
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故可得

F 郊 一
也

N 叮喀
。

4 h Z 一

卜
。

N ZI ZS

4 h厂
e o s Z o b亡 =

协
。
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。

明
。
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协
。
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二
= - 一万下可

- 、 1 + C o s 乙 。 。 : ) = 一 尸
。

( 1 + e o s o t )

其中 ==oF 嘿黔叁
,

一
2 。

。
= .2 o f

。 一
~
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一一丫

音叉振动频率为交流电频率厂
。

的 2 倍
。

这是由于音叉本身无永磁性
,

当电磁铁在一周期内 分

别形成 N极
,

S极各一次时都要吸引音叉
。

第一项 oF 是静态分量
,

对振动过程没有 贡 献
。

所

以下面讨论中
,

激振函数我们记作
:

F = F oc os o t ( 1 )

2 杆的横向受迫振动
`

一 :

由上述可知音叉的振动问题可简化为杆的横向受迫振动来讨论
。

杆在阻力与速度成正比

的介质中运动
,

设均匀杆矩形截面积为 S
,

长为 L
,

单位长度质量为 p ,

单位长度杆所 受 之

为为 f ( x
.

)t
,

E 为其杨民樟量
,

I 是横截面对中性轴的惯性矩
。

并今

E I
犷 = 下了

假设杆在振动过程中
,

轴线上任一点的位移均沿 今轴方向
,

如图 2
。

度
,

它是空间坐标 x 与时 间 t的函数
,

一

用W x(
,

)t 表示
。

这种横向位移称挠

则其振动微分方程为

0 2
平

. 。 、

a 4
平

.

_ ,

a 留

万歹
.

个 口“

丽犷 十 乙o
百了 =

1
, ,

万 T、 x , : ) ( 2 )
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一端固定
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一
图 2 杆的横向振动

一端自由杆的边界条件为

一
平 ( x

, 忿) .
二。 ` = O

一 树刁
二一 。

= 0 }
固定端

男 = O

万川

平。 二

二 。 L = O

1 . L = O }
自由端

X 二 L

初始条件
,

设杆原来是静止的
,

则平 I
t一 。

= O
,

平
,
I一

。
= O

。

f ( x
, , ) = F

o e o s o :
·

乙( x 一 a
。

)
,

aF
c
os 叫是集中力

,

作用在离固定端为 a
。

的点上
,

如图 2
。

所以原方程可写成

二
t , + a ,

二
二二二 + 2。二

t =

告0F
0 0 s。 :

· ” ( x 一 a
。

)
( 3 )

这是出现对坐标四阶微商的非齐次泛定方程的定解问题
。

我们用格林函数法解这个方程友其

定解条件
。
:有释丈, )相应的格林函数方程如下

:

、 ..

1
.卜.

ee
...矛一

G
t: + a ZG

x x x二 + 2石G
。 == 0

二

1G
二 · 。

=

夕
,
G

l

lz :
。
= Q ;认

工

lx
· L = O

,
G

x x x

,
G

。

}
。。 ,

工 . L = ( 4 )

G !
。一 , = O = 乙( x 一 七 )

用分离变量法求解
,

令 G = X (x ) T (t )
,

代回方程 ( 4 )可得
:

关
、

5 )

、.叮吸,二..声

00

X , , , , 一 K ` X =

X }
二· 。

=

X 尹 ,
l
二。 L

0

X 尹
!
二 。 。

=

= 0 ,
X 尹 , ,

}
二 一 L =

T + 2吞T + a Z
k
4 T == 0

( 6 )

方程 ( 5) 及边界条件之解为〔幻

X i拼 e hk ix 一 e o s
k

i军一 a i
(
s h k

:
x 一 s i n k ; x )

( 7 )
s h ki L + s i n k iL }中

举式

e o s
k
; L c h k声 = 一 1 解出

:
k

1 L = 1
.

5 7 5
,

k ZL = 4
.

5 0 4
,

k 3L = 7
。
8 5 4

k ;石 、 要( 2 1一 i )
`

( f > 3 )

方程 ( ,e) 的特征方程为
, , + 2加 + 。 2尸 = 0

,

其特征根
:

, : , : = 一 b士 i了 石兀屯丽砚 抛弃砂 ) 。 2尸时所得的非振 动 形式之解
。

当 bz < 砂 .k 时

伽
2

厂一 b士以
.

不P百犷
= 一 b士纸

,
扒 = 矿了不丁歹砚方程 (6 )的通解不注意初始时刻

忿 = T + 0 )为
:
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T ; ( t
, 丫 ) = e 一 ` ( ,

一 ’ )〔A ; e o s P ;
( t 一

T ) + B ; s i n P ; ( t 一 丫 )〕 (
·

尽
一

)

8艺-l
所以

, e 一 ` ( , 一 , )【A ` e o s P ` ( t 一 丫 ) + B , s i n P` ( t 一 t )〕X ,

由初始条件 . = 丫 ,
G 二 0

,

知
`

A ; = 0

才 =
.

丫 , G
。 = 各 ( x 一 七 ) ,

即习 B ; P ;X ; = 5 (二 一 息)

由 本征函数X ;
的正交性可得

: 尽尸; = 各( x 一 七) X d x = X i七
,

故

” 1
_ _

刀 ` =
不入

“ ( X
;:表示x = 七处的X ; )

所以
.

e · b (卜
, )

P i
X i o s i n P i

( t 一
丫
)
一

X i

( 9 )

8习-fl
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故原方程 ( 3) 之解为
:

Td

一

T今大w ( x
, ,卜 I: {I冷

· 。 S。 二。 ( :一 )

戴嘿男
X ,。 S`· p !“ 一 ,` !
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下 ) X id t

=
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e 一

呵 : e b t

〔e o s o 丫 e o s P
i丫 s i n P 。亡一 e o s。 丫 s i n P ; t e o s P , r〕d丫

万票渝戴户令粼
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当“
·

= P ;
时发生共振

,

就是说不会有稳恒规律
,

振幅将自某时刻起而无限制地增大
,

但有摩

擦时稳恒规律对任意的 。 都可能
。

方程 ( 10 )中第一项为稳态强迫振动

平 =

渝斋
~

嚣启今
百

c 。 , 。 ,

自由端处的振动为

二 = -擎斗
~

蚕一彝鲜澳一
c。 , 。 ,

P吸1 + 口 ) 舀互 扩 i吸。
`
一 扩 i` )

( 1 1 )

说明自由端处强迫振动为与强迫力同频率的谐振动
。

弦振动波源
。

可进一步改写为

U = W = A
e o s o 君 ( 12 )
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式中
A =

。 F
。

芳共气二习
尸 、 1十 O少 i, l

X i a o

X IL

P i ( co Z 一 P i Z )

、气

方程 ( 10 )第二项

O F
。

p ( 1 + b )

X i a o

X s

P i
( 0

2 一 P i Z
)

e 一 ` t e o s P i t
,: 公

8习问

实验测得 b 的平均值为 0
。

5 4 4 5 一 , ,

由于阻尼作用
,

.、

经 5 5 时 这 项 运 动 的 振 幅 就 衰 减 去

93
。

42 %
,

因而该项运动很快消失
,

稳定后
,

振动还是按方程 ( 1 2) 所示方式振动
。

3 驻波的形成
)

弦线两头分别固定于音叉末端及三棱柱体上
,

如图 3 所示
,

将音叉末端即波源所在处取

作坐标原点
,

则可列 出具体方程
:

_ - 一

图 3 驻波示意图

u t t = c Zu x 二 一 Zd u , o ( x ( l
,

t ) o

。】
二。 。 = A

e o s。 亡, 。】
.

二 。
l 二 0

u
I

t。 。 = 甲 :
(劣 )

, u t

}
t 一。 = 甲 2

(
x ) } ( 1 3 )

由于每一个实在物理体系中总存在着摩擦
,

初始值的影响逐渐地减弱
。

这样
,

我们自然得到

没有初始条件的问题
,

方程 ( 1 3) 可简化为
:

忍 t t = c Zu x 二 一 Zd u 。

u
}
二。 。 = A

e o s o t
,

o < x < l
, 亡> o

:.(1 4 )
“ }

二一
l = 0 }

方程右边的 Zdu
t

项为对应于一个与速度成正比例的摩擦力
。

若波速
c 以 c m s/ 计

,

则实验测量

d = 30
.

5 2 5一 `。

今考虑关于周期边界规律的传播问题
。

为方便起见把边界条件 写 作 复 数 形

式
。 u l

二 . 。 = 丑 e〔A e “̀ ,

]
,

设
u ( x

,
, ) = R e〔X ( x )

e `“ ’
〕代回方程 ( 1 4 )中

,

并考虑边界 条件
,

可得
:

“ ( x
,
t )

= R e 〔A (
e o s 协x 一

e o s件 l

5 i n 协l

s i n 林x ) e i。 ,

〕 ( 1 5 )

式中 。 一 、
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一 `卫华

。 + ,日
V ` . C`
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_
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J

d

有毖到 石 =
3 0

。

5 2
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0 2几

a =万 =下 日 =
d

`
( 17 )

3
。

1零级近似

实验测得
c =

。、子

6 6 0 0 c m/
s,

则

。 l d }
p = l 一

一

丁 1 =

l ` .

3 0
。
5 2

6 6 0 0
岛

1

2 2 0
《 1

,

所以

协 = a + f日= a 二竺
C

代入 ( 1 5 )式
,

得加一入一一

一 ( x
, , ) = A (。 。 s

弩
x

一
, g

粤
5` n

架
) 。 。 S 。 ,

,

2 兀X
_

。
、

二
= “ “ 0 5 ` 一

厂
+ U ) “ o “ o t = d “ o “ 。 t

屯

( 1 8 )

式中 ~ l
, , ` , _ 、 。

2兀 l _ ,

,
, . _ . ,

2 兀 l
` = V n

一 ’
八

一 U ` g
`
一天一 = 点 V

上 宁 c

嗯
. 钊

一

仄-

2 兀 l
t g ” = c t g 万丁

显然 ( 1 8 )式表示振幅随 x 周期变化
,

圆频率为 。 的驻波方程
。

实验中调节 l 长度使
。 = 0

时振幅最小
,
形成明显的波节

、

波腹
。

。 l
_ 。

2心
` = 电 1 1 + e t Z` ~ 二丁一

叫

= u

下 ~ 人

。 ,
2兀 l

尽p c t g
`

一可
甲

一 = 土 忿

一 八

或 2 兀 l
C Q s 一灭-

2 兀 l
s l n 一灭,

e o s九北 + f s l n n 兀

: 二

-

一一
一

e o s
( 2牡 + 1 )二

2
干 玄s i n ( 2牲

_

+ 1 ) 丝
2

、.口.、了...产

nU
一一

令分子分母实部相等
,

则有

2屁 l
c o s 一

下一

2北 l
s ` n we可

es

= C O S犯兀

= 。 。 s ( 2。 + 1 ) 晋 议护

由这两个等式均可得到
:

入
` = 刀

万 (牡 = 1
,
2

,
1… … ) ( 1 9 )

说明调节弦长为半波长的某一整数倍时形成驻波
。

这时
,

2 北 l
t g U = “ t g 一

~

r
-

。 _
__

入 _ _
.

`

二 。 t g
二竺互

= c t gn 二 二 co 所以

入
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兀
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。
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形成波节时
,

;火
。 0 5 (

竿
+ ” ) = 。 0 5〔

竿
+

龟

` Zm
。
+ ` )晋〕

=
0 ,

、

则知

旦华
+ ( Zm

。
+ 1 ) 粤

= ( Zm + ; )要
一

( m 二 。 ,
1

,
2

,

… … )

八 白 自

所以
、

入
X = 气优 ~ m

。
)

~

万
~

=
`

入
n
万 ( 2 0 )

取值总取 m > fn 。
方有物理意义

,
故用。代替这一整数

。

说明波节总出现在半波长整数倍处
。

若
、 、

!:

可得

尸
2北劣

c o “ L ee
不

北 _

+ ( 2很
。
+ 1 )百〕 == 土 1 则

罕
+ ( Zm

。
+ 1 ) 借

= 。 二

_ _
入

X = L Z Lm 一 m
。
) 一 1」

.

丁
.

=
性

( 2。 一 ; ) 粤
任

( 2 1 )

即波腹总出现在大/ 4的奇数倍处
。

这些与实验结果是一致的
。

注意当 l 二碱 / 2代入 C 的 表达

式中时 C = OO
,

在数学上是没有意义的
,

其物理原因是忽略了 a
、

日的一级无穷小量
,

忽略

了阻尼作用所致
。

注意振幅

文
= 。 co s (

毕
+ ” )

,

在波节时因子
· 0 5

`平
+ ” ) -

0

故万仍等于零
。

3
0

2 一级近似解

林 = a + i日
Q

= 二 ( l 一 i
`

d

O于 )
,

在此情况之下
,

因
:

c o s卜劣 =

S l n 协戈 =

e o s a x e o s f日劣 一
s i n a x s i n 萦日x =

s i n a x e o s i日x + e o s a x s i n 公日x =

e o s a x e h日x 一 i s i n a x s h日x

s i n a x e
h px + i e o s a x s五日大

( 2 2 )

( 2 3 )

擎擎鲤或丝吟黛异
s l n a 止c h p考+ t c o s a ` s lt P心

_

一
Y + 15 ( 2 4 )

将 ( 2 2 )
、

( 2 3 )
、

( 2 4 )代入 ( 1 5 )式
,

经整理可得

u ( x
, 亡) = A〔 ( e o s a x e il 日x 一 丫

s i n a x e h队 + 各e o s a x s h日x )
e o s o t

+ (
s i n a x s h日x + Y e o s a x s

h日x + 各s i n a x e
h日x )

s i n o t〕 ( 2 5 )

对于一级近似
:

,

~
。

.

(队 )
“

.
_ 。

_ _

S n p X = p X 宁 -二厂下一
户
宁 ” ” ” 心 尸x

口 名

e h px = 1 +
(日

x
)
2

2 !
+ … … 刘 l

代入 ( 2 5 ) 式则得
: u ( x

,
t ) = A以 e o s a x 一 Y s i n a x + 各日x e o s a x ) e o s o t

+ 〔日x s i n 往x + 丫日x
e o s a 劣 + 各s i o a 万 ) s主。 。 t〕 ( 2 6 )



第2 丽 弃唤兴
:

弦振动驻波实验的物理机制研计 的

实验中调节 弦 长 王
,

入 (2 6) 式则得

使亡 0 5 ` ,= i ,

则
s i n a l = o这 时 由 ( 2 4 )式知 Y 三 。 ,

乙 = 1 /仔忍
、
代

u l ( x
, * ) =

, ( l 一

专
)。 O S a

举
0 5。 ,少A (日x 一

命
)

S` n a x s` n。 ,

= e l e o s
( o t一 0 :

) ( 2 7 )

式中
,

J

.l
_

x 二
_ 。 l

`

二
`

“ = 月V ` 1 一 了 ,
` “ ” “ ` a x +

·

`
、

p劣 一 再 )
` s` n

`
a若

、 、

t g o l =

、

_
1

1
:

·
`

( p x 一雨 )

一一一丁`
.

t g a x
二 _

弄

` 1 一了 )

因
s i n a l = 0 财 al

`

= 。 兀 所以 l
n 兀

二二

一a

久
= n

一

百 ( 2 8 )

若 C : = 0 即 e ! =

叼
(卜今) 2 O O S Za x + (。x

一俞
) 2 ·` n ` a X

尸 。

又众 :负

训叭
ó

住ó以
或 t g a x = 0

X
1 一 了 =

。

}
、 可得出 : 二 = 。 入/ 2

说明一级近似条件下 波节也出现在半波长的整数倍处
。

又因

l
,

x
_

二
`

。 1
` 。 ` .

c ` = 丑丫` l 一了 )
` “ 0 “ ` a x + “ p x 一 再 ,

` s ` n
`
a x

= A
、

/氛
l 一与

2 +

粤(日二 一 勃
2 +

,

“
` F `

振幅周期性大小变化决定于 co
s Z a x ,

注意 日《 1

Za x = ( Zn + 1 ) 二 所以得

责
( `2 + x , 一

奇
》: 。

s Z a x

要保证根式内第三项为正
,

则必须满足
,

二 = ( 2
。 + 1 )

合
说明波腹出现在入/ 4波长的奇数倍处

。

注意这时振幅
:

( 3 0 )

{
c :

}
·

{袱
日
奇

一

责)卜
验中“ ` ·

.02 ,
” 3 0

。

5 2

6 6 0 0

c m -l l = 尽甲
c

砰
, : 二

一

交

入’ `
-c9 m

,
_ .

型!
_

“ 三}
一 .0 ` cm

,

实验可稀
楚地看到宽 `

·

6cm 的波腹出匹
·

一一
、

二,:

若调节弦 长 便
c o s a L = 0

,

则
, S i n a L = 士 1 ,

由 ( 2 4 )式知 Y = 0
,
6 = 日l

,

代入 ( 2 6 )式
,

这

时
. - 4

` -

u : ( x ,
t ) = A (

e o s a x 一 日
Zl x e o s a x )

e o s 。 忿+ A (日x s i n a x 一 日l
s i n a x ) s i n 。 ,t

叭

姓 ( i 一 日
Zzx )

。 。 s a x e o s o t + A (日x `
’

日l ) s i n a x s i n o ,

C: e o s
( Q t

.

, 0 2 )



无 锡 轻 工 业 学 院 学 报 第 9卷

式中

因

所以

cZ二 A了 (r二印之灭 j死石亏豆云无下日 2舜二 l
网少

“ `

t g 02 =
-

e o sa l二

(日 x一 日 l )

(1一 日
Zl x)

t ga x

0
,

知 “ l = ( 2
。 + l )晋

_

_ .

入
= 气Z牲 + 1 )几

-

任
( 3 2 )

c : = A扩 ( i 一 日
Z l x ) Z e o s Z a x + 日

2
( x 一 z )砰s i n , a x

= A犷 { ( i 一 日
Z l x )

“ + 日
2
( x 一 i )

2 + 以 i 一 日
Z l x ) 2 一 日

2 ( x 一 l )
“〕e o s Z a x } / 2

= `

丫
1 + e o s Z仪劣

2
= A

e o s a x (略去日
2
项 ) ( 3 3 )

当 c o s a 二 一 。时
,

, 二 · ` 2。 + ` ,

箭
若

e o s a x = 士 1时
, a x 二 。 屁 ,

所以

_ _
. 、 , , _

_

_

入

舫以
一

x 二 ` z n + 1 )丁 ( 3 4 )

( 3 5 )
入一z

n一一X

(3 2)
、

( 3 4 )
、

(3 5) 三式说明调节弦长为 入 / 4 的奇数倍时
,

波节总是出现在 x 等于 入 / 4 奇 数

倍位置
,

波腹总出现在 入/ 2 整数倍位置上
。

如图 4 所示
,

这时振 幅 C : = A 二 o
.

2 c5 m
。

清 楚

地说明了` “ ” 端是以A为振幅的谐振动
。

户三棱挤处
` “ `点则为波节

。

三棱柱相对弦来说为

波密介质
,

反射时有半波损失
,

因而出现波节这是可以预料的
。

.
`

;
_

护 才
`

图 4 波节
、

波腹
、

振幅示意图

同样音叉与弦接触处也应出现波节
。

这是否与本节结论矛盾呢 ? 否
,

实际情况
.

是在 x = 0

处
,

前面讨论过的波节依附在音叉端点上又随音叉以较小振幅 A 作谐振动
,

`

人
-

:
’

4 结束语

” 二
` :

`

一 ’ ·

一
’
几

几
` 一

`

二
丫

.

乒
_

”
.

二 一 飞

一

本文导出了激振频率为市电频率的 2倍
,

即。 二 2。
。 。

解出了音叉自由端的稳态强迫振动

方程
: : = A

c
os o ot 讨论了形成驻波的条

.

件
:

l = 。 入 / 2 或 z =
_

( Z n + 1) 入 / 4
,

_

应强调指 出的是

后一种形成稳定驻波的条件在往不被人们重视
,

所 以本文也作了实验讨论
。

弦振动驻波实验
,

就一般操作来讲十分简单
,

而用数学表示出来却相当复杂
。

我们之所

以不厌其烦地进行数学推导是因为通过数学表达式可以找出各物理量之间微妙的函数关系
,
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门 . . . . .曰 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

一

描述物理现象本质
,

从而着手定量的测量研究
。

例如本文 ( 32)
、

( 34 )
、

(3 5) 式导出的有趣结

论 实验数据如下
:
音叉 长 L 二 2 c3 m ,

弦 线 张力 f = 1
.

5“ N
.

弦线密度 卜 = 3
.

556 x l 0
一 `

k g / nI
,

实验测量波长 入 = 6 c6 m
.

计算可得波速 ” = 、 久 = 6 6 Oc0 m s/ 或者
`

二
.

。 二

了济
澎 6 6 0。“ m `“

`

\少r̀

其它实验数据如下表
:

波 节 ( e m ) 波 腹 c( m ) 振幅 (c m )

4 9
。

5 16
。

5 4 9
。
5 0 3 3 0

。

2 5

6 6 0 3 3

8 2
。
5 1 6

。

5 4 9
。

5

6 6

8 2
。

5

1 6
。

5

0 3 3

4 9
。
5 0

。

8 0

6 6 0
。

2 5

该数据验证了这一推导的正确性
。

它启示我们借此数据去探讨其他相关的物理量测量
。

`

当调
节弦长为其他数值时

,

驻波的物理特性可以进一步研讨
。
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