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迁移理论中一类具扰动的 Ch a nr d a sek ha
r

方程 解 的存 在 性 定 理
曹 菊 生

(基 础 课 部)

滴要 本文对迁移理论 中一类具扰动 的 Ch a n
r d a sek hr a 方程在L 〔 O

。

1〕中解的存在性和逼近

问题作 了某些研究
。

本文结果改进和推广 了文 [ 1一6 〕中的某些结 果
。

主题词 Ch a ndr a e sk hr a 方程 ;
扰动 ;解

;不动点

在辐射迁移
、

中子迁移
、

气体分子动力学中
,

下面的一类 通 常 称 为C h a n d ar
s e k h ar

H一方程的非线性积分方程起着极为重要的作用
:

_
.

, , , ` 、

「` t甲 (s )
, , , 、 ,

月 气t ) = 1 + 月 气玄) 恤
_

,

一丁丁万一月 气S ) Q S

J O 杏 州尸 百
( 1 )

在文 〔1一 5] 中
,

作者们考虑了在一定条件下
,

在 C 0[
,

1] 中解的存在性和逼近问 题
。 1 9 7 8

年
,

H i v le y 在文 〔6〕中给出了下面一类非线性积分方程在某些条件下在 L
`
(件 )单位球上解的

存在性和唯一性
:

·
( ,
卜叭

,
卜

· ( , )

J;
: ( , , ,

)
· (￡ ) d`

( 2 )

本文 的目的是在适当的条件下
,

讨论下面一类具有扰动的 C h a n
dr as e k h ar 方程

·
( , ) = 、 ( ,卜

· ( , )

J;
: ( :

, ` ) · ( ,
) d ` +

);
, 、 ,

,
: ,

; ( : ) : ( : ) ) d : ( 3 )

在 L 〔0
, 1〕中正解的存在性问题及逼近问题

,

本文的结果改进和推广了文 1[ 一6] 中的 某 些结

果
。

·

介

以后我们用户〔o
,
1〕表 0[

,

幻上时P幂可积函数 x (t )所组成的 B a n a C h空间
,

其范数 材

定义为
:

,,
·

,,
P ·

({;
}
·

(, ) : d ,

)
“ 。

我们用 L P+

〔。
, 1〕表 L p 〔o , 1〕中的非负函数锥

,

当P > 1时
,

易知

L p 〔0 , 1 ]仁 L
,

[ 0
, 1 ] = L [ 0

, 1〕

定义 1川
,

设 ( X
,

d) 是一完备的度量空间
,

A是 X的任一有界集
,

称

水文 l t . 9牟 1 2月 O日收到



第3 期 曹菊生
: 迁移理论 中一类具扰动 的C hn ar d a s k ehr a 方程解的存在性 定理 7 9

丫二

(助 =扭了{
e) o:

A 可被有限个直径 (e的集合覆盖 }

为A 的非紧性测度
。

如果厂是映 X中的有界集为 X的有界集的连续函数
,

若存在某 一数无任〔0
,

co 〕使得对一切有界集A c X 有

丫二

( f ( A ) ) 毛 ky 二

( A )

则称 f为 X 上的卜集压缩映象
。

特别是当 o ( k < 1时
,

则称 f为X 上的严格集压缩映象
。

引理 1 2[]
.

设A是 B a n
ac h代数 B的子集

,

设 T : A , B是 由下式定义的算子
:

T x = x0 + K劣
。

L x

其中
x。任 B ; L :

A” B满足 1} L x 一 L , 1} ) 川 l x 一 , 11
,

V x , 夕〔 A而 b》 0是某一非负常数
。

K :
A 、 B

是紧算子
。

设
a 二 翎 lP l kx !} < co

,

如果动 < 1
,

则 T : A , B是严格集压缩映象
。

、

X任 A

引理 2[ “ 3, 设 A是 B a n
ac h空间X 上的有界闭凸集

,
T : A , A严格集压缩映象

,

则 T在 A 中

不动点
。

现在我们来考虑方程 ( 3 )
,

.

其中中( t ) 任 L 〔o
,

l 〕,
K ( ,

, s )在 [ o
, 1〕 x [ o

, 1〕上连续
,

两者 都

是给定的
。

我们把方程 ( 3) 写成下面的形式

` ( t ) =

。 ( ,
卜 J:

p ( , , , , 。 ` , ,
, · `: ,` :

一

丁;
K ` , , ! ,“ ` , ’ d ’

( 4 )

或 T
u = K .u L u ,

其中K
、

L分别定义为
:

K 左 ( t ) =

K
I似 ( t ) =

台

1
一

【
’ 、 ( ,

, :
)
。 ( : ) d : ’

J JJ

I;
K ( ,

, `
) 。 ( : ) ` :

1

1 一 K : u (字)

( 5 )

( 6 )

L · ( ,卜 甲 ( ,
卜 丁;

p ( ,
, : 二 ( , ) 二 (￡ ) )` ￡

( 7 )

于是 ( 4 )式可写成
u = T u ,

故求解方程 (3 )等价于求 T 的不动点
。

引理 3 ,

假定 K ( t , s
)在〔o

, i 〕 x 〔o , 一〕上连续
,

则 ( 6 )中K I是映 L [ o
, ]

_

]到 C [ o
, z J 的 紧 映

、 象
。

证
: V (p 任L 〔0 , 1〕

,

我们记M 二 s u p I K (云
, s ) !

,

有

、 、 一

( t
. 5

) 〔 [ 0
, 1」x 〔0

,

1〕

! K l 。 (
,

: ) 卜
I

J;
K ( ,

, : )甲 (
￡
) ` : . 、 M ,!。 !一

} K l。 ( ,卜 K l甲 ` ,
,

) 卜 {丁;
〔K ( ,

, :

卜 K ( ,
, , : ) 〕甲 (

:
) d `

!
`

丁;
! K ( : , :

卜 K ( , ,
.

, : ) . 甲分) ` ,

因为K (*
, :

)在 [ 0
,
1〕 x 〔 o , i ]上连续

,

所以 K ( *
, s )在 [ 0

, l 〕 x [ 0
, l 〕上一致连续

,

所以由上式我

们知道 K 仰 任C 〔o ,
1 ]

,

即 K :
映 L [ o ,

1〕到C〔o , 1〕
。

对 L [ o , i 〕中任何有界集A
,

我们可看出 {K 仰
, 甲 〔 A }是一致有界且等度连续的

,

立即由此得 K :
是紧映象

。

定理 `
·

假定方程 ( ” )中尸
,
K

·

甲满足下烈务件
:
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A 象
:K ( :, s

)在 [ o
, l j x 〔o

, 1 ]上非负连续
,

M = s u P ! K ( t , s ) }
。

A Z : 户: 〔o
, i 〕 x 〔o

,
1 ] x 天

+ x 天
+

、 尺
,

且 t , s 任 [ o
, i 〕

! P ( t
, : , u ; , v ;

) 一 P ( t
, : , 。 2 , , 2

川 提 Y ,
}

u l 一 。 :
} + 丫2

} , , 一 , :
}

( V t , s 任〔 0
,
1 ]

, u , , 粉: 任R
十 ,

f = 1 ,
2 )

s u P
l p ` , , 了 , · , ·

川 、 · 、
命

t
, : 〔 〔0 , 1〕

, 左 , 夕 〔 R
+

_ _ _ _
` _ . _

一 _
_

_ _ 。
r

1
. _ . `

一 _

1
人 3 : 平 ( t ) 七 乙 LO , l j

, 甲 (君) 分 0 , 君匕 LO , I J
,

且 P 二 l 甲 ( t ) d t乓
,

万而了 一 e

J O 任 孟吐

则对任意满足下之条件的乙> o 和Y > 0 :

以4 :

音
`丫 1 + 丫2

, < `

A S . 各 1提乙( 乙2 ,

其中

。
.

=

上竺二画亚巨面
2

,
各2 =

, 丫 2 二

其中

1 + 斌 1 一 4M (日+ 。 )

2
( 8 )

A 6 : 竹蕊丫蕊物
,

其中

1一 召 f二丽函石不落下
Y I 二 一

~ 一
-

一一一下下了~ 一

-
一一一一

叫

` 上1Y

1 + 扩 i 一 4 M (日+ e )

2M
( 9 )

在集D夏中存 在方程 ( 3 )的一个解
,

D S = `· “ , 〔 L
·

仁”
, 1〕

,

{; {;
K ` , , :

) · `￡ , d￡d ,“
一 “ ,

D Y。

证
:
由引理 3我们可知 K : :

1〕是紧的且连续
,

而且

= {
u

(才) 任 D 。 ,

}1
:

1}
1( 丫 }

L 〔0
, 1 ] , C〔 0 , 1 ]是紧的

,

所以由
_

( 5 )式可知 K
:
L 〔o , 1 ] , C〔 0

,

s。 , . ; 。 ( ,川 、
音

` (古) 〔 D Y。

( 1 0 )

!}L , ! ` :卜 L一 :̀川
1一

!;11;
〔 p ` ,

, ` , 。 1` , ,
,
一 `S

, , 一 p ` ,
, , ,
一` , ,

,
一`:

,〕` ￡
, d ,

心 1一 斗 2 V u l , u Z任D
Y

( 1 1 )

由 ( 10 )
、 ’

( 1其)
、

毛 ( Y
z + Y Z )

( A
`
) 及引理 1 可知 T是严格集压缩映象

。

现在我们来证明对任意
。任 D 、 有 T 。

(约任 D
丫。 ,

即证下列两不等式成立
:

( : 1 )

I;l:
: ( ,

, ` )

【
: ( ` ) +

{ P (
s , 粉 , “ ( s )

, 忿
(

,
) ) d y

K ( s声 )“ ( , ) d ,

d s d君( 1一 乙
户

!
认

一
,工

」
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(B Z)} lT o
ll

`续Y

设(B) l式不成立
,

则有 u 〔 D 丫、 ,

使

{;{;
; ( , , ,

)

l
甲 ` : , +

I P (
s , v , 豁

(
s
)

, 书
(

v
) ) d y

1一

{;
K “

, , , “ ` , , d , 〕
d : d , > 1一 、

_
.

<
.

1 2
·

飞

但因上式左端

、
会“

日+ 。 ,

由 ( 1 2 )式立即可得 色 2一 色+ M ( p+ 。 ) > 0

由条件丈A 3) 得 △ = T一 4M (日+ 的 ) O
,

因而有

{
各>

1
’

+ 扩 1 一 4 M (日+ e )

2

_

小 二 , i + 了 z 一 4M (日+ 。 )
月戈 U ` 、

一
—`

各今 于

当 △> O

当 △ = 0

这与关于各的假设条件相矛盾
。

由此矛盾知 ( B l) 是成立的
。

下证 (B 2) 式成立
,

设相及有 1}T。 !!
: > Y

但因

甲 ( , , +

l P ( t
, s , 翻 (全)

, 称 ( s ) ) d s

1 一
’

【
, ; ( , , : )。 ( : ) d :

J O

d云(
日+ e

1一 M丫

..二n”

!
J

一一翻T

立即可得

M丫2 一 丫 + ( p + : ) > 0

故应有

{
、 ,

/ 1 一 扩厂反丽丽百丽 *
r 、 、

-

—
一一-一- 二丁万 F

一
群凡

艺JU

1
各今厄丽

一

Y >
1 + 召 1 一 4M (日+ 。 )

2 M 当 △> 0

当 △ = 0

这又 与定理关于 丫的假定相矛 盾
。

由此矛盾得知 ( B 2) 式成立
,

因而得证 T是 介
。
到 D , 。 的 映

象
。

由引理 2
,

在 D Y。
中存在 T 的不 动点 u .

( t )
,

所以 u .
( t )是方程 ( 3 )在 L

,

[ 0
, i ]中的非负解

。

定理 2
,

设 P
、

K
、

甲满足定理 1 中的条件 ( A l ) ( A Z )
、

( A 3 )
,

再设P ( t , s , 肚 , , )关于 u , ,是

不减的
,

且满足条件
:

J;
一

〔K “ , : , , “ , , :̀ , ` p ` , , : ,
甲 ` , , , “ , , , d , ) “

’
·

` , 〔 〔0 , `〕
( 1 3 )

设
。 。 ( t ) = 甲 ( , ) > 0

,

并定义
: 。 十 : = T 。 。 , : = 0

.

1 , 2 ,

…
,

则序列 。
。

〕
。 。 。co =c D

Y。
致收敛于方程 ( 3 )

的一个解鞠 (t ) 〔 D 、 ,

其中乙和丫分别满足定理 1 中的条件 ( A 4 )
,

( A S )
,

( A 6 )
。

证
;
易于证明甲 (t ) 任D 、

。

事实上
,

日( 丫
,

否则日> Y》 丫: ,

即

。 、 1 二扩 1 一 4M ( p + 。 )
甘 产产 一

.

一
-一 , 二下二 一~ - - , -

-
. .

沾J性
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因而 一4 Me )4 M 2
印

,

这是不可能的
。

另外我们有

{; {;
K “

, `
,甲 “ , d“ M日“

一 乙2

“
一 乙

( 1 4 )

由定理 1可知 T是 D
丫。 到 D

” 、 的严格集压缩映象
,

因而有A 二 {
u 。

} co
。 二 。〔 D

丫。 ,

而且存在数 k 任

( o
,

一)
,

使得

Y L ( T ( A ) 毛 kY L ( A ) ( 15 )

其中 Y L
表 L 〔o

,

1] 上的非紧性测度
。

另因 A 二 { u0 } u T ( A )且有

丫L
(月 ) = m a x

{丫
L
( { u o

}
,

丫L ( T ( A ) ) } = Y L
( T ( A ) )

由 ( 1 5 )
、

( 16 )可推得 Y L ( A )

一致收敛于某一点
u . 〔 D 、

。

由 ( 1 3 )我们可得

= o ,

即 A是 D
丫、
中的相关紧集

,

故存在 {
。 。

} co
。 二 。

下证整个序列 {
:
丹co

。 。 。
在 D

丫。
中一致收敛于

u , ,

( 1 6 )

中的一个子序 列

我们利用递推法
。

平 ( , ) +

{;
p :̀ , ` ,

甲 “ ,
,

甲 `了 , , d ,

1 一

{;
K :̀

, 了 , 甲 `“ ,`了
之劝( r )

因而我们有
: , ( : ) ) u 。 (君)

。

现在假定
: 。

)
u 。 一 1 ,

我们来证明左
。 + , ) u n。

考虑

八I0Jln十」
甲 (玲 +

T u 。
= u 。 十 1一 =

P (才
, s , u n

( t ) u 。

( s
) ) d s

K ( 才
, s ) u 。

( s ) d s

而且

P ( t , s , 忍 : 一 l ( t )
, 左 n 一 l ( s ) ) d s

了...J一户

I
J

甲 ( t ) +

友 n + 1 一 扛 n
=

1 一

P ( t
, s , u 。

( t )
, 封。

( s ) ) d s

K ( t , s ) u 。

( s ) d s

甲 “ , +

{
1 一

l;
K “ , , ` ,

一
` S’ d夕

E

N

其中

E
t

二 “ 尸

孔:
“

, 了
,一 `￡ , d` , ` , 一

{:
K ` ,

, ` ,
一

“ ) d· ,

N 三

{;
`

〔 p ( ,
, S ,

二 ( , )
,
二 (

` )卜 p ( :
, , ,

一
( , )

,

一
1 (￡ ) ) 〕d了 +

丁;
、 ( , , 了 )二 ( : ) 〔二 ( ￡卜

一 (
: )〕 d ` 一

!;
p ` , , ` ,

二 (` )
`

,
二 (

` ) ) d `
·

);
K (。

, `
)一“ , d` +

{;
p “

, ` ,

一
“ ,

,

一

(
: ) d `

·

{;
K ( :

, `
)二 `￡ , d:

因 u。

( t )
, u 。 一 1 ( t ) 任 D

Y。 ,

故 E > o
。 一

另外
,

直接计算表明
:

、 一 ( , ( , ) +

{;
p ( ,

, : ,

一
(` )

,

一 (
· ) ,`织:只

K“ 一 )〔二 “ ,

一
“ , 〕 ` :
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+( 1一

{;
K(:, `

)
·: 一 (

`
) d` )

·

{;
〔p ( , , ￡,

二` , ,
,

二 ( 了 , , 一 p ` , , ` ,

一 ` , ,
,

一 “ , ,〕d`
( 17 )

由 P白勺单调性假设及归纳法的假定
,

( 1 7) 式的右端是非负的
。

又因

u 。

) u 。 一 1
) … ) u o = 甲 ( t )

其中

u n

( 亡)

: ( , ) +

{;
p `才, : ,

一
“ ,

,
、

一
`了 , ,` !

! K ( t
. 5

)
u。 _ 1

(
s ) d s

故由上式及 ( 1 4 )式可得

叭
: , +

{;
p ` , , ￡ ,

一 ` , )
,

一 “ ) , d` ) 甲 `: )〔卜
.

{;
K (:

, ! )一 (
:
) ` : 〕 ) ” 访( ` ) > 。

因而 ( 17 )式右端第一项也是非负的
,

立即可得
u n 十 , ) 玩

从而 {
u n

} co
n 。 。在 D

丫、
中一致收敛于姗 (约 任 D

丫、 。

现让下式两端中
。

, co
:

u n+ z (才 ) =

丁
·

:

由积分和极限的性质可知

甲 ` , , +

{;
p

`

( :
, : ,
二 ( : )

, 。
。

(` ) ,“

` 一
、

! ;
K (:

, `
)
· 。

( ` ) d :

品

u 来 ( t )

甲 ( : ) +

{;
p :̀ , 了

… “ ,
,

二`· , ,“￡

1 一

};
K`“

, :
,二 (

￡
, d:

这表明御 ( )t 是方程 ( 3) 的非负解
。

注
:
因为 C [ 0

,

1〕c L 〔。
, 1」

,

让 P 二 。 ,

我们 可 看出定理 1和 定理 2 改进和推广 了文 1[ 一 6〕

中的一些结果
。
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