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微分中值定理的推广

杨志荣

(基础 课部 )

摘要 本 又把微分 甲值 定理推广到开区间和无穷区间上
。

关键词 函数 , 极 限多 导数多 中值

0 引 言

利用导数来研究函数本身的性态时
,

我们经常用到 R ol le 定理
、

L a g r

an ge 定理和 C au
o

hy

定理
。

但由于这几个中值定理都要求函数在有限闭区间内具有连续的条件
,

因此使用起来很

感不便
。

文〔 1〕曾把 R ol le 定理推广到开 区间和无穷区间上
,

本文在此基础上
,

进一步推广了

R o l l e
定理

,
L a g r a n g e

定理和 C a u e h y定理
。

1 推广的微分中值定理

定理 1 ( R ol le 定理的推广 1 ) 如果函数 f ( x) 在有穷或无穷区间 a(
,

的内可 导
,

f a( + 0)

及 f (b 一 0) 存在相等
,

那末在 a( ,
b) 内至少有一点乞

,

使尸(劫 = 0

证
: 当 a(

,

b) 为有穷区间时
,
令

f ( x )

f ( a + 0 )

f ( b一 0 )

x 〔 ( a ,
b )

X = a

万 二 b

矛

l
艺、召月气

一一
、 .产

劣

J
奋、

F

显然F ( x )在闭区间 [ a , b ]上连续
,

在开区间 ( a ,
b ) 内可导

,

且 F ( a ) = F (b )
。

由 R o l l e
定

理
,

在 ( a ,
b )内至少有一点七

,
使 F

,
(邑) = o ,

即 f
, (毛) = 0

。

当 a 二 一 OO , b = 十 co 时
,
令

g ( t ) = f ( t g t )
兀

_ _

几

~ 一币 ,一 < t < 一石一
,

“显然 g (玄) 在 (
一

宁
,

宁 )
内可导

,

且

g

(
一

令
+ ”

)
= g

(令
一 。

)
所以

,
在
(
一

令
,

宁)
内至少有一点 ot, 使
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g ,

(才
。

) = f
,

(七) s e e Zt
。

= 0
,

由于
s e e Zt

。
斧 0

,

所 以 f
产住 ) = 0

。

当 a
为有限数

, b = + co 时
,

取 b
。

> m a x
(

a ,

其中息二 t gt
。

0 ) 令

g ( : ) 一 ,【
( b

, ,
一 a ) t

b
。
一 t

显然 g ( t )在 (
a ,

吞
。

)内可导
,
且 g ( a + o ) = g 肠

。
一 。 )

,

于是
,

在 (
a ,

b
。

) 内至 少 有
`

一点 :
。 ,

使

g , ( t
。

) =
f
尹
(邑)

b
。

( b
。
一 a

)

( b
。 一 t

。

)
2

= 0 ,
其中邑二

( b
。
一 a ) t

。

b
。
一 t

o

显然
a < 邑< + co ,

由于
b

。

( bb
。

( b
。
一 a ) 、 _

一下飞尸一一丁戈万一
,

户 U
,

、 U o
一 乙。

夕一
所以 f

,

(七) = 0
,

当 a = 一 co
,

b为有限数时
,

可类似证明
。

定理 2 ( R ol le 定理 的推广 2 ) 如果函数 f( x) 在有穷或无穷区间 a(
,

的内可导
,
且

f (
a + o ) 二 f (卜 。 ) = + co 或 f ( a + o )

=
f ( b一 。 ) = 一 co , 那未在 (

a ,
石)内至少有一点邑

,
使

f
,

(七)
= 0

证 当 f ( a + 0 ) =
f肠 一 0 ) = + co 时

,
令

g ( x ) = e 一 r (二 )

显然g ( x )在 ( a ,
b ) 内可导

,

且 g ( a + o ) = g 肠 一 。 ) = o ,

于是由定理 1 ,

在 ( a ,
b )内葺 少

有一点邑
,
使

g ` (邑) = 一 e一 ` (七 ,
·

f
`

(邑夏= 0
.

因为
e 一 ` (` )今 0

,

所 以 f
,

(毛) = 0
.

当沂a( + 0) =
厂(b 一 。 ) = 一 co 时可类似证明

。

下面将在有限区间 (
a ,

b )内推广 L a g r a n g e
中值定理和 C a u 。 h y 中值定理

。

定理 3 ( L a g r a n g e
中值定理的推广 ) 如果函数厂x( )在有限区间 a(

,

b) 内可 导
,
且 f( a + 0)

及 f (b 一 0) 都存在
,

那未在 a(
,

b) 内至少有一点七
,

使

f
,

(邑)
= f ( b 一 0 ) 一 f ( a + 0 )

b 一 a

证
:

令

f (二 )

f (
a + 0 )

f ( b 一 0 )

b) 内可导
。

x 任 ( a ,
b )

X = a

x = b

了..,口、口̀飞

一一
、 .声

X
J夕飞、

F

显然 F ( x) 在 a[
,

幻上连续
,

在 a(
,

有一点邑
,

使

由 L a g r a n g e
中值 定 理

,
.

在 ( a ,
b )内至少

F 尸
(劫 二

F ( b ) 一 F ( a )

b 一 a 即 f , (邑) =
f ( b 一 0 ) 一 f ( a + o

b 一 a

定理 4 (柯西中值定理的推广 ) 如果函数 f ( : )及 g ( : )在有限区间 (
。 ,

洛)内可导
, g `

( : )在 (。
,



龙 羌锡轻 工 业 学院 学披 第
.

, 卷

b ) l为处处不为零
,

且 f ( a + o )
,

f ( b 一 。 )
,

g ( a + o )
, g ( b 一 。 )都存在

,

那未在 ( a ,

b)内至 少有

一点毛
,

使

f
,
(邑) f ( b 一 0 ) 一 f ( a + 0 )

g ,
(息) 一 g ( b一 0 ) 一 g ( a + 0 )

`

证
:
由定理 3在 a( ,

b) 内至少有一点月,

使
.

,

g ( b 一 0 ) 一 g (
a + 0 ) = g ,

( ” ) (b 一 a )

因为 g ,
(月 )今 0

,
b 一 a 斗 0 ,

所以 g ( b 一 0 ) 一 g (
a + 0 ) 今 0。

作

甲 ( x ) = f ( x ) 一 f (
a + 0 ) 一

f ( b 一 。 ) 一 f ( a + o )

g ( b 一 0 ) 一 g ( a + 0 )
〔g ( x ) 一 g (

a + O)〕

显然甲 ( x )在 (
a ,

吞)内可导
,

且甲 ( a + 0 ) = 甲 ( b 一 0 ) = 0
,

由定理

使甲尹 (邑) == 0 ,

即

在 a(
,

句内至少有一点乙
,

沂
z
(毛) _

g , (邑) 一

f ( b 一 0 ) 一 f ( a + 0 )

g ( b 一 0 ) 一 g ( a + 0 )

2 应用举例

应用定理 4 可很方便地证明罗必塔法则
,

定理
:
设 l 。

l i m

X
~ 月卜 召

f ( x ) = 0 ,
l i m

X
. `
刁卜口

g ( x ) = 0
。

Z
O

f ( x )及 g收 )在点
a
的某邻域内可导 , (点

a
可除外 )

,

且 g ,
( x ) 今 。

。

l i m f
,
( x )

x , a g
,
( x )

存在或为无穷大
。

那未

l i m f ( x )

x 、 a g ( x )

l i m f
,
( x )

劣叫卜 a
一

!g (x )
`

证
:
对于

a 的右邻域内任一点 x (斗 a )
,

f ( x )和 g 怡 )在 (
a , x )内可导

,

且 g ,
( x ) 钾 。

。

由定理 4 ,

在 a(
,

x) 内至少有一点七
,
使

f ( x )
_

f ( x 一 o ) 一 f (
a + 0 ) _ f

`
(毛)

g ( x ) 一 g ( x 一 0 ) 一 g (
a + o ) 一 g

`
(七)

当 x , a时
,

仁, a ,
所以

l i m f ( x )

x ,
a + 0 9 ( x )

l i m f
,
(邑)

七闹
+ 0 9 尹 (言)

口。
l i m f ( x )

即一 丁:’’
. 。
乞又.’. =

一 r x ` a + 0 9 ( x )

l i m f
,
( x )

一 x ,
a 一 0 9 ,

( x )

l i m

劣
, 嘴卜 a +

l工箕兰工
~

0卫g
,

( 劣 )

同理可证
l i m f ( x )

x 、 a 一 0 9 ( x )

所以 有
l i m

X 一卜口

f ( x )

g ( x )

l i m

X ee 卜 a

f
,
( x )

了初
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应用定理 1可以讨论函数的零点
。

例
:
证明契比雪夫

一

拉盖尔多项式

,
, ` _

d
“ , _ _ _ ` ,

_ .

_ 一
. _

` ” 忱 ) ’ “ 万F 铭
“ ’ 心一 `

) 有
n
个止岑点

多 证
: 记 f (x ) = x , · e 一 x ,

显然厂( o ) = f ( + co ) 二 o
,

由定理 1 存 在 x 一“ ) 〔 ( o , + oo )
,

使 f ` ( x ; ( , , )

二 O

对 k ( : ,

设了沙
’ 。二 )有 k个正零点劣

; (k ) (萝= 1
,

2
, … k )且

0 ( x : (k 》 < 朴 (七 ) ( … ( x k作 ) < + OO

则因 f传 ) ( : )
= x “ 一七P k

( x ) e一 ` ,

其中 p k ( : )是无次多项式
,

有 f ( k ) ( o ) = f (k 、 ( + co ) = o
,

再 由 定 理

1
,

存在

: :

子
1《 k十 ` ’ 任 ( o

, x : (七 ) )
,

丸 (七+ ` )任 (` : ( , )
,

幻 (k ) )
,

… …
, x 、 + : ( k十 ’ )任 ( x , 卜̀ )

, + co )

使 f (` 心` ) ( x ; (七+ ` 》 ) = o ,
( i = 1

, 2 ,

…
,

k + 1 )

于是由数学归纳法知
:

f(n
) (劝有

n
个正零点

,
而产恒不为零

,

所以乙
, (幼有

n
个正零点

。

证毕
。
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