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摘要 本文拟在概率赋 范线性空间 ( E
、

F
、

△ )
, s

uP △ ( t
、

t) 二 1 ,

且具有可列基的空间上
t < 1

建立棍率A
一

rP
o p er 映 象拓扑度及其相应的不动点定理

。

作为特例
,

我们讨论 了在

上述空间情形的棍率 紧连续场的拓 扑度
。

关键词 棍率逼近格式 , 概率 A
一 p or p e r映 象 ; 拓 扑度 , 不动点

O 引 言

我们知道
,

在赋范线性空间中
,

A
一 p r

oP er 映象是重要的较广的一类非紧性映象
,

它有

一定的应用
,

因此人们对其广义拓扑度作了较为深入 的讨论
。

同样
。

基于有限维逼近这一思想

以及某些随机微分方程的需要
,

我们讨论概率赋范性空间 (刀
、

F
、

△ )
, :帅 △ (t

、

t) = 1
,

且具有
t < 1

可列基情形下的概率 A
一

p r o p er 映象
,

建立其广义度
,

并利用拓扑度来讨论一些不动点定 理
,

这无疑是一件十分有意义的事
。

`
\

在实际中
,

概率紧连续场将是很有用的一种映象
,

作为概率 A
一 p r o p e r 映象的特例

,

我

们考虑了概率紧连续场的拓扑度
,

得到了几个有趣的结果
。

本文均假设 E : 、

E Z
为完备 M

一
P N空间 ( E ` ,

F ; , △ ; )
,

且
s u P△ ;

(岔
, 君) = l

,

i
= 1 , 2 ,

不作特
才< 1

男lJ说明的符号均见文〔1〕
。

1 基本概念

定义 1
.

E l 、

几为完备 M
一

P N空间
,

分别存在 E : 、

E Z
的一串有限维子集

,
x

。 ,
Y

。

(n =
`

1 ,

2 , … )其中 d i m X
。

= d i m y
。 ,

(
n = 1 , 2 , … )

,

又存在连续映象序 ylJ { p
。

}
,

{ Q
:

}
,

其中p
。 ,

凡、 E
,

口
。 :

`

几 , 玖则称 P 二 {X
: ,

P
:

, Y
u ,

口
。

}为 E l
到 E Z的概率逼近格式

。

定义 2
.

设 p = {X
。 ,

只
,

乙 , Q公为刀
:
到 E Z的一个概率逼近格式

,
Q是 E :

中概率开集
,

映

象 T :
百c E I

, 万
2:
连续

,

令。
。

= 尸
。 一 ` ( 。 ) ( , = i , 2 , … )

,

如果从x
。

任丽
。

满足

* 文 1 9日9年 1 1月 3 0日收翔
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一 厂
` 一

t
一

入
一

,
争 ’

一

l
` · - 一

二 ·
` ,

I

一

F (2 》Q T P ( x
一

)
一 Q , ( t ) ” H (亡)

,
k” co

n k . k k

二
k

其中 , 〔 E Z,

能推出 { X
。

}必有收敛子例 {X
。

}存在
,

即存在X 任 Q
,

使

F (l ) P 一 二

(丢) , H ( t )
口 k i

(
n K ` co )

而且 T x = 万,

则称映象 T关于概率逼近格式P是概率 A
一

rP
o p e ,的

。

为方便起见
,

我们记 P A ( Q )为所有 Q到石
2的概率 A

一

rP
o

eP
r
映象全体

,

又记

T
二

= 口
n

T p
n .

“
、

; :

注 l : 显然当 E : 、

E Z具有可列基时
,

这样的棍率逼近格式 r 是存在的
。

2 概率 A二
一 p r

oP er 映象的拓扑度
`

一

定义 3
.

设 r是 E :
到E Z的一个概率逼近格式

,
9 是 E :

中概率开集
,

T 任P A ( Q )
,

P 〔

E Z
/ (T a Q )

,

用 Z 表整数集
,

2 . = Z U { 一 co
, + co }

, 一

我们定义广义拓扑度为
:

M
一

p N D e g ( T
,

Q
,

p )垒{ Y 〔 2 . ,
存在 {

n
}的子列{

n `
}

,

使 d e g ( T`犷 Q
· , Q

。

P , Y }

其中 d e p ( T
。 ,

Q 、
,

Q
· ` p )为拓扑空间的有维 B r o u w e r

度
。

易知 当 n
充分大 (

, > N )时
,

必

有 Q
n

P任 T
。

( O Q
。

)
。

否则
,

则存在x
。

任O Q
, ,

使 T
。

x
。

=

k k 七

Q
。

P
,

从而
,

根据概率 A
一 p r o p e r

性

知协存在 {介 }的子例 {二
n

下及 x 〔 a Q
,

使 T 义= p
,

且

F ( .l )乡
二

充。 、 x (忿) , H ( t ) ( f户 co )
k名 七 i

此与于
`

动份订 )相矛盾
。

从而当订乡 N时 ; d
e g (全

。 ,
Q

。
,

’

Q淤)有意义
,

’

所以 M 共 p N D e g (几
·

Q, )P是 2 . 的一个非空子集
。

`
,

` ’

丫
一

;
-

一定迫1
.

概率A
一 p , 。户

e孙映象的广义拓扑度真青下列性质口
`

’
,

· `

”

可解性
:

若M
一 p N D e g (T

,
.

砚
, …)P 丫 {0 丁

,
一

则方程八 三歹在。丙有解
。

’ 一 `
一

” 尸

b
.

同伦木变性
:
设 H :

’

0[ 奋
`

1〕 x 万布右
2
连续

,
’

并且对每个固定的 : 任 〔 o ,

1]
,

`

H (t,
·

)
:
万~ 五

2是概率 A
一 p r o p e r

映象
,

又设 H ( ,
,

x) 对于 t 的连续性关于声任丽是一致的
,

{口
。

}

是概率有界集上等度一致连续 的
,

即 v 。 > o ,

任意 B为 Y中概率有界集
,

一 ’

存在乙
。> 0 ,

当x
,

y 任

B
,

且 F ( 2 )二 一 ,
(乙。 ) ) 1一 乙。时

,

对任意
n
有 F ( 2 ) o , 一 o x ( e ) ) 1一 e .

另外
,

P 〔 h
t

( a o )
, t 〔 [ o , 1〕

,厂

h
。

( x ) = H ( t , x )
,

那末
:

一 M
一 p N

一

D魂h(
:

护。 ,一 )P = M
一 p匆D e g h( 石 。 ,

)P
一

’

七
.

切除性
:

设 Q 。
是 。 的概率开子集` 且厂 T俪 / 0Q 》,

、

M
一 p N o e g ( T , 。 ,

一

, )
=

M币N D已g (九 。 。 ,

V f 〔 〔0
,

则

P )

( 1 )

J
.

9 ( 2 ) ) )
,

户义协
口

苗 设。 。 ,
、

和是。的耐宜不
,睦的概率并子集

,

则
,
一

少
一

’ 少
-

-
- · -

·
. ,

.
-

一
“ `

·

~ 厂
’ `

-

一 :
、

之 “
( 2)

且乡云 (万 / ( 。 ( , ) u

M
一 p N D e g ( T

,
Q

,

P ) C M
一 p N D e g ( T

,

Q ( l ) ,

P ) + M
一 p N D e g ( T

,
Q ( 2 )

,
P ) ( s )

当M
一 p N D

e g ( T
,

Q ( ’ ) ,
p )

,

M
一 p N D e g ( T

,
Q ( 2 , ,

乡) 中至少有一个是单元素集时
,

必有等号成

立
。
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一一
甲一 , 一` ~ 一一产~ 一~ 一一一卜 , ,

一
尸一 , 一- - , 一嘴一

M
一 p N D e g ( T ,

Q
,

P ) = M
一

p N D e g ( T
,

9 ( 1 ) ,

乡) + M
一

P N D e g ( T
,

Q (2 ) ,
P ) ( 4 )

证
: a 。

由于 M
一 p N D e g ( T

,
Q

,
p ) 今 { o }

,

故必存在 {
:

}的子列 {”
、

}
,

使 d e g ( T
。 ,

Q
。

Q
。

p )
k k k

今 0 , k = 1 ,
2

,
一

,

于是
,

存在劣
。

〔 Q 使 T
。

x
。 = Q

。

P
,

k 二 1 ,
2

,
!..

,

根据 T 的概率 A
-

七 七 七

p r o p e r

性知
,

{ x 、

}有收敛子列 { x
。

}
,

F ( , ) P
。 x

。
一 x 。 ( t )户 H ( t )

, x 。任丽
,

T xo 三乡
,

`

由于假定
k i 全泣

P任 T ( OQ )
,

故
x 。 任Q

.

b
。

任给 t 。任 [ 0 ,

o存在
,

`

使

1〕
,

下证必存在 6 。> 0
,

使得对任何。l< 卜 ot l< 各。 的大
,

恒有 N (t ) >

V s 〔 〔t o ,
t ]

-

事实上
,

若不然
,

Q
。

P〔 Q
。

几
一

P
。

( OQ
。

)
,

则存在 t
。

, t
` ,

( t
。

今 t
。

)
,

s
。

n > N ( t ) ( 5 )

使Q
。

P任Q
二

h s 。

P
。

( a Q
。

)
,

k = 1 ,

卜 k

〔 〔t
。 ,

一

t . 〕,

一
·

` k 七
·

k
· 1

,

七

2
, … ,

从而
,

存在劣
。

〔 a Q
, ,

使得
七

,

七

Q
。

h s 。

P
。

( x ,

) = Q
.

P
,

七

k = 1, .2 ” ( 6 )
k k k

,

k

由 ( 6 ) 式及条件 ( b )
,

对任意
。

> o
,

及条件 ( b )中乙
。

> o
,

F (2 ) H (
: 。 ,

小
H ( s 。 , 二一(各

。

) > i 一 各
。

存在K ,
k> K时

,

都有

V x 〔 百

由 { Q
n

}等度一致连续性得

尸
芍:

、 t o

p
。
二。

’

一 Q
。

, {
“

}
,

二
.h

。

九
.

x
。

价 冷
1 一 e

k k

由 今的任意性
,

便得

F 卿
, “ 拼

一 `

-
.

吹
“ ’
碑产乍

一
六 卜

.

k 七

F 伙
甘

公

:
*

。。
,
。 二

。
一 。

。

, ( , )一 H ( , )
,

k 七 七

从而
,

根据 h
t。

的概率 A
一 p r o p e r

性知
,

存在 { x 。

}的子列 { x ,

}
,

F
贸

二。 一 二
。

` , ,一 H“ ,
,

h 一` x
。

, = ,
,

七屯 ` i

而 x 。

任 a Q
,

此与假定夕万 h
, 。

( 。O )相矛盾
,

于是 ( 5) 式成立
,

根据有限维的 B
r o u w e r

度的同伦

性不变
,

可得
_ 一 _ _

_
-

. .

d e g ( Q
·

h沙
· ,

Q 矽 ) = d e g ( Q
·

h
。。
乡

。 ,

Q
· ,

Q
·

p ) V n > N ( t ) ,

I t 一 t
。

! < 色
。 ,

由此可知 ,常

M
一 p N D e g (称

· 。 ,

p ) = M , p N D e g ( h
。。 ,

二乡) 妙 < } , 一 ` , I< 6
,

再利用的限维覆盖定理
,

即知当 t 任 [ o , 1〕时
,

`

M
一 p N D e g ( h . ,

Q
,

P )保持不变
。

令口
n

( 0 ) = p ` ` ( Q
。

)
,

今证必存在 N > o ,

使

认 p万拟虱Q/ n(0) )
’ 、 一

v心 N 一 “
’

`
一 (7)

事实上
,

若不然
,

则存在 {
,

}的子列 {
。
好

, : 。
任百

.

/。
。
《。、 p

。

石 〔丽 / Q
。

使
卜 k k k 七

T
。

x
。

= O
o

P ( 8 )
七 ` 七
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于是根据 T的概率 A
一

r P
op er

性知
,

{二`下有收敛子列 {劣
。

}
,

即存在 x
。 ,

使
k k笼

乙
`

F

贸
二

。
一 二

。

` , ,~ H` , ,
,

T x
。 = ,

,

k认 k笼

由于百 / 0
。

是概率闭集
, :

。

〔 万 /。
。 ,

此与假设 p口 (万 / 〕̀
。

) 相矛盾
,

故 ( 7 ) 式成立
,

由 ( 7 )式

知 d e g ( T
n ,

Q
。 ,

O
o

P ) = d e g ( T
。 ,

Q
n

(o )
,

Q
n

P ) A n > N

从而 ( 2 )式成立
。

d
.

令 Q孟(` ) = 乡沂 ’
( Q ( , ) )

,

Q
a

( 2 ) = 乡
n一 ’

( Q (2 ) )
,

则 Q
。

(` ) ,
Q

。
( 2 )是Q

。

的而个互不相交 的

( X
。

中的 )概率开子集
。

下证
,

必存在 N > O
,

使

O
。

p 〔 T
n

( 。 ,
/ ( Q

。《 , ) U Q
n

( 2 ) ) ) v n > N ( 9 )

事实上
,

若不然
,

则存在 {
,

}的子 yIJ {
。 i }

, x
。

任瓦
,

/ ( Q
。

(` ) U Q
。

( 2 ) )
,

使 T
。

x
。

= Q
。

P
,

k = 1 ,

k k

2 , … ,

于是
,

根据 T的概率 A
一 p r o p er 性知

,

{万
。

}有收敛子列 {
x 二

}
,

及存在 x
。

〔 E,

叼
~ .

尸赞
, _ 一 x

o

( , ) , 万 (: )
,

.

T x
。

= p
,

犷 口 西 n

k i
,

k气

由于 9 / ( Q 川日Q ( 2 ) )是概率闭集
,

盾
,

故 (9 )式成立
,

由 (9 )式知
,

故 x 〔可 ( 0 “ , U O ` , , )
,

此与 p口 (可 ( 。 “ , U 。 ,̀ , )相矛

d e g ( T
。 ,

Q
。 ,

Q
n

P ) =

任给丫〔 M
一 P N D e g ( T

,

Q
,

P )
,

d e g ( T
。

七

d e g ( T
。 ,

Q
n

( 1 ) ,

O
n

P) + d e g ( T
。 ,

_

Q
n

(2 ) ,

Q
n

P )
n > N ( 1 0 )

则存在 {时的子列 {、 }
,

使

,

Q 、
,

Q
·

尸)峥 Y ( 1 1 )

显然
,

存在 {
, 、

}的子列 {
: 、 ,

}
,

使

d e g ( T
。 ,

Q
。

( , )
,

Q
。

p ) ~ Y : 〔 M
一 p N D e g ( T

,
9 ( , ) ,

p )
k i 七 k益 k直

( 1乏)

又显然存在 {
二 、 ;

}的子列 (不妨设本身 )
,

d e g ( T
。 ,

Q
。

(2 ) ,

Q
。

卜t
.

k i k通

使

P )~ 丫2 〔 M
一 p N D e g ( T

,

盈 (2 ) ,
P ( 1 3 )

由 ( 1 0 )
、

( 1 1 )
、

( 1 2 )
、

( 1 3 )式得

丫一+ 丫2 〔 M
一 p N D e g ( T

,
Q ( 1 ) ,

夕) + M
一 p N D e g ( T

,
Q (2 )

,
P )

由 Y的任意性便得 ( 3) 式
。

另外
,

设 M
一 p N D e g ( T ,

Q 《 ’ 》 ,

P )与M
一 p N D e g ( T

,
Q ( 2 ) ,

夕) 中至少有一 个是单元索集
,

如

如设 M
一 p N D e g ( T

,
Q (` ) ,

P ) = {
a

}
,

则显然

d e g ( T
。 ,

Q
。

( , ) ,

Q
。

乡) ` a (份 co )
.

( 1 4 )

这时
,

若 Y 任M
一 p N D e g ( T ,

9 (` ) ,
p ) + M

一

乡N D e g ( T
,

Q (2 ) ,
p )

,

则 Y = a + Y Z ,

且存在 {
二

} 的子

列 {
: 、

}
,

使

d e g ( T
n

k

,

Q
。

( 2 )

k

s

Q
。

P ) ` 丫:
.

( k , co )
k

( 1 5 )
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于是由 (1 0 )
、

(1 4 )
、

(1 5 )三式知

deg (T
n

k

,
9

。 ,

Q
n 1

P) ` a + 丫2 = Y

故丫 〔 M
一 p N D e g ( T

,

Q
,

P )
,

由此可知

M
一 p N D e g ( T

,
9 (` )

,
P) + M

一

梦N D q g ( T
,

Q
,

( 2 ) ,
P ) 〔 M

一
p N D e g ( T

,

口
,

P )

由 ( 1 6 )式和 ( 3 )式知 ( 4 )式成立
。

( 1 6 )

容易推广 4[ 〕中的其它结果于概率赋范线性空间上
,

这里不再叙述
。

3 概率紧连续场的拓扑度

定义 4
.

设 T
:

D 〔 E : ` E Z
连续

,

若 T将 D中任何概率有界集 s
,

映成的象 T (S ) 为概率预

紧集 〔” ] ,

则称 T为概率紧连续算子
,

且称 f = I 一 T为概率紧连续场 (五、 : zE 时 )
。

定理 2
.

设空间刀具有概率逼近格式
, g 二 I 一 T是概率紧连续场

,

则 g是概率 人
一

p r o p e r

映象
。

这只要证 g 是特殊的概率 A
一 p r o P e r

映象
,

即设空间E存在一串有维子空间 X
。

(n = 1 ,
.2 二 )

nQ (E ) = X
n ,

是等度连续 的概率有界线性算子
。

(注
:
等度连续是多余的

。

林熙已证明在空间

E上概率有界线性算子必是等度连续的
,

但该文未公开刊出 )
。

且 V x 任 E有 F nQ
二 一二

(约~ H (t )

(n , co )
,

称这时的 E为概率投影完备的
。

Q 是 刀 中的概率开集
,

如果对于任意 的点列 x
。

石

百
。

满足

T x
n
一 。

。 ,

(君) ~ H ( t ) ( k` co ) ( 1 7 )

` 七
n`

Q
F

能推出点列 { x
。

}必有收敛于 x 的子列 { x
。

}
,

称 T是特殊的概率 A ` p or p e r .

k

上式 ( 1 7 )且p l i m Q
。

T x
。

= Q
。

, [2 1,

可换成
k ~ co 七 七 `

1i m Q
。

T x
。 = y

k , co k k ( 1 8 )

因 1i m Q
。

k一 co k

梦 = g ,

由文 〔2〕中极限运算的定理 1 , 2知 (1 7) 与 ( 1 8 ) 是等价的
。

又因 il m x
。

=

i , co k诬

x ,

{ nQ }为等度连续的概率有界线性算子
,

故 V
“ > 0

,
E N

,

当k> N 时

F 口
二

T x
。
一 。

。

T : (
一

`
) > 1一 “

` k k

即 F 。
。 ’

T x
。
一 Q

·

的
。 “ “

T x( 约~ H (的 (k ` OO )与 ( 1 8) 式可得 T 艺 = 甘,

因而上述定义与定义 2是一致

下证
: g满足上述特殊的概率 A

一

rP
o p e r

定义
。

因 (1 8) 式为 F
` ,

。 功
. , ; , , 、

_ 旨。
、 ` : ,

_
,

_
、 :

。
、 1 。 , ` 、 / “ ` x

。
一 Q

。

xT
。
一 , (: )~ H ( t ) ( k ~ OU )

,

扮

“
由于

,

T 是概率紧连续
,

故存在 { x
:

}

的子列 {%
。

}
,

使
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玩
、
一 # ( o) t代班 ) t

:
一

任 , 夕,

“ ( 1 9 )

几 一 ( g + y
。

)
一

= (丸 一 O
。

xT 卜
` y) +

一

(认
_

七 t k盈
`

k i 七 l 七 t

_

七

T x
。
一 口

。
穿

。

) + ( Q
。

y
。
一 ,

。

)
k色 k屯

上式右边的第 1
、

2
、

3项分别由 ( 1 8)
、

{ Qn} 是等度连续及 1i m Q
:

乳 = 如知它的极限为 。 ,

再
1一 co 月

由文〔2〕知左边的极限为0
,

即 F 二
。
一 ( , + ;

。

) ( t )净 H ( t ) ( i , co )
,

故 g是特殊的概率

A
一 p r o p e r

映象
。

、

二
从定理

’

2知 :
定义在上述空间上的概率紧连续场的拓扑度为

:

M
一

尸N ” · “ g , “ ,
p , “

一

{ Y:
存在 {

”
}的子烈{份}

,

使d· g 。̀
· 、 g ,

。 、
,

Q、 ’ )一丫
,

`“一OO ) }

定理 3
.

上述概率紧连续场拓扑度是单值的
。

即 M
一 p N D e g ( g ,

Q
,

)P 二 { l i m d e g
.

几 之
`

卜一
’

_

二一
` -

: 一 1
.

n
净 co

( Q
, g , 。

·
: Q

·

p ) } ,
.

、
.

`
_

证
: 只要证 ( a ) d e g ( Q

·
g , 。

。 ,

Q
·

p ) = d亡g ( Q
,

g , 。
。 ,

p )
,

( b ) d e g ( Q
n

g ,
Q

。 ,
p ) 与 ”

选择无

杀
,

.

当
” 充分大时

。 一

: :
. . -

一 、

一

因 d e g ( I 一 Q
o

T
,

Q
二 ,

Q
o

p ) = d e g ( I 一 Q
n

T + p 一 Q
n

p
,

Q
。 ,

p )
,

作 h
,

(劣 ) = H ( t , x ) = ( I 一

Q
n

T ) x + t ( P 一口
。

P )
,

则 H ( t , x )
: 〔o , i 〕 x Q , E连续

。

下证 P〔 h
:

( a Q )
, 。
充分大

。

因若不然
。

存在 {n }的子列 {n
k

}, 丸 , 〔 a。 、
,

气“ 0, 1〕,

使

一
, ’

( I 一口
。

T ) x 。 + ￡
。

(乡, Q
。

P) 二 少
k 丘

、

( 2 0 )
一 k

一

k

由 T是概率紧连续
,

故存在 {
x 。

}的子列仍记为 { x ,

b
七 k

式得

X扩 , X o,
k

` xT
。

厂 g
。

( k~ co ) ,
代入 ( 2 0 )

x
。

= Q
。

( T x
。
一 g

。

) + 口
。

,
。
一 t。 ( P一 Q

。

P) + P” 夕
。

+ P) = x
。

任 O Q
七 ` 卜 七 k 丘

这与少万 g( 己O )相矛盾
。

、

由 B丫
。 u w衍度的同伦不变性得

:

一 “
`

d e g ( I 一 Q
·

T
,

Q
。 ,

认 p ) = d e g ( I 一 Q
o

T
,

+ p 一 Q
o

p
,

Q
。 ,

p = d e g ( I 一 Q
·

T
,

Q
。 ,

p )

至于 b由B r o n w e r
度的简化定理易知与

n
选择无关

。

因而综合
a 、

b定理得证
。

由 B
r o u w e r

度的标准性容易看出
:

推论 1
.

定义在上述空间上的概率紧连续算子的拓扑度具有标准性
。

4
一

`

一

添卜度在木动点走蓬方面的
一

应用
飞

B all ac h空间上算子的不动点定理
,

如果仅用概率 A
一

rP
o p盯映象的拓扑度来证明时

,

这
一

些定理几乎都可推广到M
一 p N空间上

,

因篇幅关系这里只证二个定理
。

定义 5
。

设 E是概率投影完备的
,

Q是 E中概率有界概率开集
,

T
:

丽~ E

一

a .

如果对任何入》 0 ,

映象 T + 人I :
丽 , E都是概率 A

一 p or eP
r的

,

则称 T是概率 .P 一紧映



第 2
一

期 棍率 A
一

r P
。 pe r

映象的广义拓 扑度友其不动点定理 呀立

象
。

卜
一

一一
`

· 一

含 :

一
:

’ 二 ` ,
.

·

飞
-

`
一

从 给定丫> o ,
一

如果对任何入歹 Y’ 映象 T 二认I :

百、 E :
都是概率 A

一

讨 oP
e r
的

,

则称 T

是概率 P丫= 紧 映象、
一

少
-

,
. `

一“
_

、

加 一
-

我们这段中E均假设具有概率投影完备格式 r 的M
一 p N空间(丑、 万

、

△)
,

其中
s o p △ (t

,

、 一 ` .

t < 1
.

t ) = 1 0

定理 4
。

设 T :
丽~ E是概率如一紧映象

, e 任 9
,

设

T x + 入工今 0 V x 任e Q s 入) 0 ( 2 1 )

那么
,

必有 x . 任 Q存在
,

使 T x . =
人

证
:

令 h
。

( x ) = H 。 , x ) =
( 1 一 t ) T x + t x, V t〔 [ o

, 1〕
, x 任百

。

显然H
:

〔o , 1〕 x 万、 E 连

续
,

对固定的 t 任 [ 0
, 1 )

,

h
t = ( 1 一 t ) T + t l = ( 1 一 t ) ( T + ( t / 1 一 t ) I ) 因 ( t / 1 一 t ) ( 0

,
T 是概率

外一紧映象知 h
:

是概率 A
一 p r o p e r

映象又由定理 2知厉 = I也是概率 A
一

介。 eP
r 的

。 `

另因H ( t ,

x)

一 H ( ,
。 ,

x) = (活一 o)t x( 一 T x)
,

而 I 一 T在百上是概率有界
, :

即 : u p D
, 了 二 、 ,

二
、

( s / , 二 o)t 三 1 ,

`

一叨 ,

~ - 、 。 。 ” /

~ 一
` , , , “ - 一

’

协 ` “ ~ , , ” , ” ” .’ _

货后一 ( I 一 义
’

) (
、

Q )
、

“
”

” 产
一 ` ’

、 一 - -

:
’

正无 “
一

六份
奋

州 一
故 v ` 任百有凡卜 ot , (二 一介 ) (劝户 H s( )二致地 成立

。

下证 o万从 (。。 ) ( v t任 0[
,

习 )
。

否则
,

存

在劣。 任。。
, 君

。

任 [ o , 1〕
,

使 h忿
。

( x
。

) = o
,

即 ( 1 一 忿
。

) T x
。

+ 忿
。

x
o

= e
,

_

(其中因x
。

斗 。 ,

故 t
。

牛 1 )
,

所

以 T x
。

+ t
。

/ (1 一 ot ) x
。 = 0

,

这与题设矛盾
。

由同伦不变得

M
一 p N D e g ( T

,
Q

,
0 ) = M

一 p N D e g ( I
,

Q
,

0 )
=

{ l i m d e g ( Q
。

I
,

Q
。

Q
n

O) } = { 1 }
界 -争 O ,

由可解性知
,

存在 x . 任 Q
,

使 T x

一 0

推论 2 设 T :

丽一 E概率紧连续算子
,

0任。 ,

又设犷x 二 ; x , x 任 a Q今 。 < 1 ,

则M
一

,

p N D e g

(I 一几 。 ,

的 二 l{ }
。

勺
’ ·

证
:
由推论 2条件可得 ( 21 ) 式成立

,

由定理 4立即得此结论
。

` : ·

注 本推论是文〔 5〕中的一个结果的推广
。

-
.

: {

定理 5
.

设 T
:

而二 E是概率 lP 一紧映象
, 。是凸的

,

并且 T (。。 ) 二万
,

那末
,

T 在而上

必具有不动点
。

证
:

不 失一般性
,

设 O任。 (否则取 x
。

`

任Q
,

在概率有界概率开集Q
。

= { x 任 E
: x + x 。

任9 }

的概率闭包丽
。

上考察映象 oT x = T x( + xo ) 一 xo 即可
。

这时
,

e 任 O
。 ,

oT
:

百 , E是概率九一紧

映象
,

T
。

( 0 9
。

) c 丽
。 ,

由T
。

在百中的不动点 x . ,

即得 T在丽中的不动点 x . + x 。 .

.

设刃在 a Q上无不 动点 (否则定理 已获证 )
,

下证
’

介斧盯
几

’

vx 臼认
;
列

” ;
’ , `

(22 )

二
_ `

工
_

`

”
_

: 二
、 ’

=.
ù"

使事实上
,

若存在 x 、 任 OQ
, 协、夕 1 ,

使 T x l = 卜l x : ,

则协 x> 1 ,

令
x : = 卜 , x z

知挽 任百
,

且 x : = t l仰
,

;
’
止立

一

止
一 _ 、

_

x2 任丽
,

故存在: , 任岛

「

:1/ ; : , 0 < 。: < 1 ,
.

因。弓眺
’

敌存在丫) 。;
`

三
.

止
_ ,

三 几
.

一

泞
,

.

火欠 二
.

二之 毛
一

几几 介止 : 厂

足

孙
, 二

一 :

则由邢“缈呀百

丛`丫
,

护任今
召

又因片满

F

二
,

{ ( 1 一 亡l ) 丫/玄
一
} > 1 一 ( 1 一 : l ) 丫

` l 一 人 Z
( 2 3 )

易知 N
t t : : ( ( 1 一 : 、 )丫

,
( 1 二 : : ) Y ) C g

,

事实上
,

若
x 任N

: : : :
( ( 1 一 : : ) 丫

,

( 1 一 : : )丫)
,

则 x = r l z : +

( 1 一 t ; )之
,

其中F
:

(丫 ) ) 1 一 ( 1 一 t : )丫
,

故 z 任N
。

(丫
, 丫) 〔 9

,

再由 Q 的凸性知
, x 二 t声 , + ( 1一

t ;
)

: 任 Q
,

由于 x l = t : x Z ,

故x : = : 1: : + t , ( x : 一 z :
)

,

而由 ( 2 3 )立即可得 t : z : + t : (翔 一 : 1 ) 任N
. : 2 :

(
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( 1一 ` :
) 丫

,
( 1一 t :

)丫 ) C Q
,

从而 x : 任 Q
,

此与劣
: 〔 a Q相矛盾

,

因此 ( 2 2 )成立
。

令 g = I 一 T
,

由于 T是概率 lP一紧的
,

故对任何 入) 0 , g + 衬 = 一 ( T 一 (l + 入) )I 是概率

A
一

rP oP
e r
的

,

因此 g是概率 .P 紧映象
,

另外
,

由 (2 幻式知
,

对于劣任a Q
,

入) 0 ,
有

g ( x ) + 入x = ( l + 入) x ` T劣寺 0

故定理 4条件满足
,

由定理 4知
,

存在.x 〔 Q
,

使 g( 沪 ) 二 e
,

即 xT
. 二尹

,

证完
。

-

推论 3
.

设 T :
百 , E是概率紧连续算子

,
Q 是 E中的凸集

,
T a( Q ) c g

,

则 T在丽内有

不动点
。
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