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回归的正交设计
蒋 炳 鑫

摘要 本文借助于线性 变换及正交表的特性
,

提供一个解线性回 归方程的简便方法
。

这个方法适用于任意位级和混合位级的等距 多因素正交试验
。

关键词 正交试验 , 线性 ; 回 归方程

0 引 言

正交试验设计在工农业生产及科学研究中已有了广泛的应用
,

它以较少次数的试验提供

了含有最大信息的数据
,

给出了寻求最 优工艺和配方的途径
。

大量实践证明它是处理多因素

问题的行之有效的方法
。

随着研究的深入往往还要寻求数学模型一一指标和因素之间的回归方程
。

然而多元线性

回归方程的求得需要大量的计算
。

而本文将提供一个对于任意位级以至混合位级的等距多因

素正交
.

试验都适用的较为简便的方法
。

1 线性代换

1
。

1 问题

a
设考察的指标为夕

,

考察的因素为 m个等距口位级因素
。

要求通过正 交 表 五
。

( q“ )排 出

试验方案
,

并求出线性回归方程
。

b 设考察的指标为 y ,

考虑的因素为ml 个等距 q :
位级因素和 m Z

个等距 q :
位级 因素

。

要求

通过正交表 :
。

(。 ; 口 ` 又 。 2二

今排出试验方案
,

并求出线性回归方程
。

1
。

2 线性代换
’

设第
r
个因素

: ()r 的取值为

之 、 (
,

) = 之 l (
`

) + ( f 一 i ) h (
,

) ( i = 1 , 2 ,

…
, 口 (

r
, )

其中
.

`

h( )r > o为因素邪
r )的级距

口(
『 》 为因素

: (
r

)的位级数
令一

`

·

“

x ( r )

2· ` r ’ 一 `一` ·
, + :

:;:
) )

·

:;:
, 一 ` ! `”
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f = 1 , 2 ,

…
, q (` )

通过线性代换后
, x :

(
’

)的取值仅与 f和梦 )r 有关
,

常用的位级列出代换后的取值
。

( 1 )

而与
: , ()r 和

、

h ()r 无 关
。

下面对正交设计中

`

之 、

以

线性代换后 x( )r 的取值

a()r
之 1 (

r
) 之 2 (

r
)

`

为 ()r

2 3 (
`

) 之 。 (
r

) 2 5 (
r
) z 。丈

,
) 之 ; (` ) 之s (` ) z , (` ) 2 10 (

r 》 之 21 (
,

) 2 1讼( , )
「
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)
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· _
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3 一 1 0 1
,

卜
1上左
占ù匕八匕

夕了尸了/
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艺 幻 ()t 二 O
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b
.

任意两个同位级的因素到
” )

、

(z
, 》不论它们的取值是否相同

,

通过上述线性代换都 有

.

x i (S ) = x
,
( , ) i = 1 , 2

,

…
, 口 (口 = 口(s ) ` 口 ( , ) )

为了证明方便
,

设
`

x ; ( s ) = 万 ; ( ,
) = x 1 1 = ] , 2 , , “ , 叹

此时有
q

艺 x i = 0
i一 l

2 定
、

理

在通过上述线性代换后
,

.

求关于指标 ,对因素烈 ) ) ,

矛 2 ) ,

…
,

到叫的线性回归方程 就转

化为求 ,对 x( ` ) ,

x( “ 》 ,

…
, x (` )的线性回归方程

,

而后者的计算将是方便的
。

在应用上述线性代换后正交表中各因素的取值即为xl
,

x2
,

…
,

和 ; 此 时由于企交表 的
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特点有下列定理
。

’

定理 l 对于正交表 L
。

( q 二 )
,

任意两列所对应的因素处于同一横行的取值之积的总和为

零
,

即任两列的内积为零
。

证明
:

由正交表 L
。

( q“ )的构造可知试验次蜘
= N梦

,
其中N依赖于二和 q的某一正整数

。

当N = 1时
n = 梦

,

由于正交表的匀称性任意两列 (例如
: i列和 j列 )所对应的因素处于同一

横行的取值数对为
:

( x r , x 一)
,

( x l , x Z
)

,

… ( x 一, x ;

)

1
,

2
,

共有梦对
。

当N 斗 1时任意两列所对应的因素处于同一横行的取值数对仍是上面所列的那些
,

不 过

每一数对都重复出现了N次
。

所以若设任意两则“ 列和乒列 )所对应的因素处于同一横行的取值数对之积的总和为吕 、
。

则

5 i j = N 艺 x lx K + N 艺 x Zx K + … + N 艺知 x K

K . I K一 l

q q
= N ( x 一艺劣 K + x z 艺 x K + … + x 。

艺 x K )
K . I K一 1

q
二 N 艺 X K .

K . 1

二 0

定理 2 对正交表 L
。

伪
“ ` x 吸二 ,

)任意两列所对应的因素处于同一横行的取值之积的总 和

为零
,

即任两列的内积为零
。

证明
:
设第 i列和第 i列所对应的因素处于同一横行的取值之积的总和为 S

; .j

由正交表的构造可知
,

试验次数
n
为心

1“和 q Z“的公倍数
。

一 其中
`

`
12rIJ̀

一一
卜̀U

m 一> 1 m Z
> 1

1上,自
Jr、`

一一a

例
:

对 L : 6
( 42 欠 2 6 )有

n = 1 6为 4 2和 2 2的公倍数
,

对 L :。
( 6 ’ x 3 6

)有
n = 1 8为 6和 3 2

的公倍数
。

下面分两种情况证明
,

a .

设第 i列和第 i列所对应的因素为同位级因素
,

不失一般性设它们都是 ; :位级 的因素
。

此时由于正交表的匀称性
,

这两列所对应的因素处于同一横行的取值为
:

( x r , x l
)

, 。

( x 一, x Z)
,

…
,

( x l朴 1)

z
·

= i ,
2

,

…
,
口z

而每二数对都重复出现
n

/ ql Z

次
.
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因此仿照定理 1的证明即得
:

q lq l

s
;= jn

/ q, ,

刀弄矛护
`
xK 〕

q 1 q l

=
n/ 护 艺众 艺 x : = O

K一 1 1一 1

同理
,

若都是 qz 位级的因素
,

则有

q Z q Z

S ; j = 。
/ q 2 2 艺 : K艺劣 , = 0

K一 1 1一 1

b
.

设第 i列和第萝列所对应的因素分别是 q :
位级和 q Z

位级的因素
。

此时由正交表的匀称性

有
:

q :
位级因素的取值为

x 、 l()
, x Z l()

,

…
,

知 ,川
,

且各重复叮 q ,
次

.

口2
位级因素的取值为 x : (2 ) , x Z (2 ) ,

…
,

ax : ( 2 )
,

且各重复
。

/叮
2
次

.

这两因素处于同一横行的取值为
:

( x l ( 1 ) ,

众 (2 ) )
,

( x Z ( 1 )
,

.

x K ( 2 ) )
,

’

…
,

( x住i ( 1 ) , x K ( 2 ) )

K 二 1
, 2 ,

…
, q Z

而每一数对都重复出现
。

/ ql 乳次
。

故

住2 :
.

q Z

S 、 , = 牡
/`

: 9 2 ( 艺劣 、 (` )x ` (2 ) + 艺 x Z (` )叙 (2 ) + …

q Z ( l )

+ 艺 x 。 , x K 铭 ) )
K一 l

q Z
、

q Z

= n / a , 口 ,

( x , ( 1 )芝 x 二 (2 ) + 男 , (2 ) 了 x 二 (2 , + …
K . l K . i

护

q Z q l

= ”
/ g ,全: 艺 x K ( , )

·

艺 x : (` )

K一 1 1. 1

= O

《1、

+ 知 1

定理 3 ,

对于正交表 L
:

(护 )
,

L
。

( q : “ x 处 “ ” )任意一列所对应的因素取值之和为零
.

证明
:
设第汐1所对应的因素取值之和为 S 、 。

= OXl

q艺卜

中其xa,
a

。

对正交表 L
。

( g m) 第 i列所对应的因素的取值为 x : , x Z ,

q

且每一取值都重复可 q次
,

故 S ; = 。 /口艺 x . 二 O

五一 1

b
.

对正交表 L
。

(夕
: “ , x 口2“ “ )

,

第 i列所对应的因素为 q : 位级
,

则数值 x 、 l()
一

, x Z l()
,

…

( l 》 q l

, x q :
各重复出现叮ql 次且 艺 xK l() 二 O

,

故



8魂 无 锡 轻 工 业 学 院 学 报 第 1 0卷

q1

5
.二 ” l ql艺 xK( 1 )= 0

K 一 l

第 i列所对应的因素为 qZ
位级

,

则数值 x : (2)
, x Z (2)

,

,’’ ax Z谷寡复出现可乳次且 艺
x K (2)

一
,

’

K . l

二 0 ,

故

任2

S ; = 。
/ g : 艺 x K (2 ) = 0

K . 1

由上述定理可见
,

试验计划 中有
:

任一列的和 S ; = 0

任两列的内积 S ; j

在对各因素进行线性代换 ( ls) 以后再利用正交表进行试验设计
,

则 在

故称这种试验设计为正交设计
,

所得试验计划为正交计划
。

线性回归方程的求法

. 、

3
。

1 正交计划中的线性回归方程

定理 4
,

没有指标鲜 ,

考察的因素为 x : , x : ,

…
,

加
。

(抓
, 劣 I K , x ZK ,

…
, 二二 K

)犬
= 1`歹2 、

;
·

“、多
.
牛
一

:一
’ 一 ’

一

之

1
-

一

根据正交表做
n 次试验

,

试验数据为

若设 g对劣 : , x Z ,

…
,

、 的线性回归方程为 g = b0 十 bl xl 十 b Z幻 + , 二 十 b。`

b , = l ; ,

/ l ; , 乙。 = 了 = 1 /
n 艺 万K

其中

1 i r

二

叠X i K g K

月

1 1 1 = 艺 x i K Z f = 1 一2
,

…
, m

( l , ,
可根据正交表表头查附表得到)

证明
: 己知在一般情况下 b0

,
b : , … ,

bm应满足如下正规方程
.

+ 11二乙二 = 11 ,

+ 12 m
b
。 = 12 ,

( 2 )

+ lm
o bm = l吻

口

b。 = 了一 艺 吞而
.

i一 1
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其中

了 =/ l
。

儿

艺 g k

K一 1

了
; =1 /

:艺 x ; K公 =1 , 2 , … , m

K 一 1

: s = l ; i
夕

= 乏 劣 i K X jK 一 牡 工 泣 X 葱
,

夕
= 1

, 2 , … ,
说

K一 1

n

l iy = 艺 劣

K . 1

i K对K 一 n 劣 1 9 i = 1
,
2

, … , 优

而根据定理三
、

四可知

称

丁
; = 1 /

。 芝 x ; K = S ;
/。 =

·

0 艺= 1
,

2
,

一

, m

K 一 1

.

n

l
。

j = 艺 x i sx jK 二 S
;

j = 0
K . 1

`斗 j
,

i
,

矛一 i ,

百
,

·

, m

行

ii = 艺 x Z玉k 云= 二 ,
2

, , m

K一 1

( 时
; i ,

为 了应用的方便
,
已时常用正交表进行计算

、
其结果 见附表 )

1
. r

丝
= 艺 万 iky K

K 一 1

= l
, 2 , , m

故正规方程 (2 )化为

{
` ’ `” ’ , 2: 。 2

!

= 1l y

= l ,

几二
儿 = l脚

且口

西。 = 了

西, == l , ,

/ l : ;
= 1

,
2

5 … , m

正交计划中回归方程的显著性检验

1 算统计量 F 二
( n 一 m 一 玉) U

`

m ( l
r ; 一 U )

2.2中.3.3其

l
, ;

儿

二 艺 沙̀ 2 一 ” 万

K一 1
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U =

介 人 _优

E( , K一 沙 ) 2 = 艺 石11, r

K一 1 注一 1

8
。

2
。

2 查表对已给的显著水平 a ,

查 N : 二 。 ,

N : 二 。 一 m 一 1的 F分布表得单侧临界值 F
“

8
。

8
。

2
.

3 判断
,

若 F > 凡则回归效果显著
,

3 正交计划中的预测区间

否则不显著
。

算统计量O = l
, ; 一 u

得 g的置信概率为 0
.

95 的预测区间为

m 未 八

( b。 + 艺 b ; x ; 一 1
。

9 6`

/
.

—
兰立 一

-

卜 1 V n 一 m 一 1

m

石。 + 艺

i = 1

“ !一 + `
·

。6

了不景r
)

.5 4 使用步骤

设利用正交表进行
扎
次试验后

,

经直观分析得某指标 ,和因素矛
,

, ( , 二 1 , 2 ,

…
, , )之 间存 在

线性关系
。 : (` )的取值为

: ; ( , ) = : 、 (
【

) + ( `一 1 ) h (
·

)￡= 1
,
2

, 1 二 , 。 (` )

其中

q t
,

)为 : (
,

)的位级数
,

h ( ,
) > o为 : ( r

)的级距
一

a .

作线性代换

设

x (
t

)

2· `!
,一 ` : 1`! , + :

;;:
, )

: `

;:
,一 二 : ` r ’

犷 = 1
,
2

, , m ( 1 )

由附表一可查得x(
`

)的取值
.

b
。

求 ,对 x( ’ ) ,

x( “ )
,

…
,

x( “ )的线性回归方程
.

设第K次试验的试验数据为 (沙K ,

朴 K , :

旅
, … ,

而
K

) K = 1 ,
2

,
二

, 。 .

与之对应
,

有数据 (跳
,

劣 I K , x ZK , … , x 二 K )

其中
2 ; K
表示因素刻

,》在第K次试验中的取值
。

x , K
表示与 z , K相对应的 x( ` )的取值

。

1 5, =

作

艺 X i K g K ,

i = 1
, 2 , … , m

L压y

n艺
b : =

l
; y

/ l
。 ;

泣= l ,
2

, … , m ,
b。 == 1 /

。

算中计其

z , ;

可由所用正交表的表头查附录得到
,

由此得 ,对妙
, )

,

x( 2 ) , … ,

x( ` ,的线性回归方程

茹
= 吞。 + 石l x :̀ , + 吞Zx 《 , 》 +

…
+ 吞。 x `二 , ( 2 )

。 .

求 ,对: ( , ) , : (2 ) , … , z ( , )的线性回归方程
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将 (1) 代入 (2) 并化简即得 ,对
: (̀ ) , 之 (2 ) , … , 之 ( , )的线性回归方程

, = a o + a x之 ( 1) + a Zz (2 ) + … + a 二之 (。 )

b
.

通过正交计划中回归方程的显著性检验决定 ( 3) 式是否有效
。

e .

若 (3 )式有效
,

一

求出 y的预测区间
。

4 结束语

( 3 )

本文提供的回归正交设计在很大程度上减少了求等距多因素线性回归方程的难度
,

由于

不必算 l 、、 ( `今了
, ` ,

了= i , 2 ,

…
, , )

,
l

; ;
(落= 1 , 2 , … , 二 )

,

不必解 m元线性方程组 (正规方 程 )计

算量大大减少
。

因此只要具备初步的概率统计知识就能应用本文介绍的方法
。

_

附 录

L ` ( 2 3
) L a ( 2 : )

列号 ( i ) 1 2 3 列号 ( f ) 1 2 … 7

l
; :

4

L 1 2
( 2 1 1

)

列号 (云) 1

l
; ; 1 2

L 32 ( 2 3 1 )

列号 ( f ) 1

8 8 …

L 一。 ( 2 15
)

2 一 1 1

1 2 一 1 2

列号 (葱)

1
. ;

2
。 “ 。

1 6
.

1 5

1 6

3 410曰O口Q口

3 2

L Z、
( 3 13

)

3 2
。 。 。

列号 ( i )

l
; .

6 6 6

218列号 ( i )

l
; ;

二
。

1 3

二
。

1 8

列号 ( i)

l
; .

1

1 6

L。
( 34 )

l

6

L s x
( 3 40

)

1

5 4

2 … 4 0

5 4 … 5 4

L 16 ( 4 5
)

列号 “ ) 1 2 … 5

l
; . 5 0 /。 息。 /。

.

… 5 0 / g

L 2 5
( 56 )

.

列号 “ ) 1 2 一 6

l
; ; 2 5 / 2 2 5 / 2 … 2 5 / 2

L `。
( 7 8

)

列号 ( i ) 1 2 … 8

l 二 1 9 6 / 9 1 9 6 / g … 1 9 6 / 9

L a i
( 9 10 )

列号 “ ) 1 2 … 10

l
。 . 1 5 5 / 4 1 3 5 / 4

· · ·

一3 5 / 4

L 16。
( 1 3 14

)

列号 ( i ) 1 2 … 14

l
; ; 1 1 8 3 / 1 8 1 18 3 / 1 8 …

、

1 1 8 3 / 1 8

L 。` ( 4 2 1
)

列号 ( f ) 1 2 … 2 1

l
; ; 5 2 0 / 9 3 2 0 / 9 … 3 2 0 / 9

L 12 5 ( 5 3 1
)

列号 ( i ) 1
·

2 … 3 1

l
; ; 1 2 5 / 2 1 2 5 / 2 … 1 2 5 / 2

L 6`
( 5 9

)

列号 ( :’)
一

1 2 … 9

l
; ;

1 9 2 / 7 1 9 2 / 7 … 1 9 2 / 7

L 12 1 ( 1 1 12 )

列号 ( i ) 1 2 … 1 2

l ; ; 2 4 2 / 5 2 4 2 / 5 … 2 4 2 / 5
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一-
曰 . . . . , . . . . . . . . . .

一
- 一

. . . 口 . . . . . . . . . . . . 曰

L s
( 4 1 x 2 4 ) L i 。 ( 8 1 x 2 8 )

列号 (万)

1 1 1 4 0 / 9 8 8 4 8 / 7 1 6 1 6

L 18 ( 3 : X 2 1 )
卜

列号 ( i ) ]
一

2 … 7 8

1 j s 1 2 12 … 1 2 1 8

L 。̀ ( 32 5 x 2 1 )

列号 ( i ) 1 2 … 2 5 2 6

11 1 3 G 3 6 … 3 6 5 4

L 一6
( 4 4 x 2 3

)
`

J
二

列号 (公) 1 2 … 4 5 6 7

Z ; , 5 0 / 9 8 0 / 9 … 8 0 / 9 1 6 1 6

L I。 ( 4 3义 2 6
)

L I。 ( 6 1 x 36
)

列号 ( i )

1 1 1 4 2 / 5 1 2 1 2

1 6

1 2

1 6

歹11号 (艺) 1 2

8 0 / 9

3

8 0 / 9 8 0 / 9 1 6 1 6 1 6

L 16
( 4 2 x 2 9 )

列号 (幻

l ; i 8 0 / 9

L 一6
( 4 1 x 2 12 )

3

8 0 / 9 1 6

i 1

1 6 … 1 6

列号 (约

1 l a

1 2

8 0 / 9 1 6

L 32
( 4 9 x 2 14

)

1 3

1 6 … 1 6

列号 ( i ) 1 2 … 9

1 6 0 / 9 1 6 0 / 9 …

L 225 ( 4 4 1 x 2 4 )

1 0 1 1 … 2 3

1 6 0 / 9 3 2 3 2 … 3 2

尸0..吐
一。

列号 “ )
一

1

6 4 0 / 9 6 4 0 / 9

L o o
( 5 1 1 x 2 1 )

4 1 4 2

6 4 0 / 9

4 3

1 2 8 1 2 8 1 2 8

列号 ( i )

1 1 ,

1 2 一 1 1 1 2

2 5 2 5

L。 ,
( 7 1 5又 2 1 )

2 5 5 0

列号 “ )
.

1
一

2 ”

二
15 16

l : , 3 9 2 / 9 3 9 2 / 9 … 3 9 2 / 9 9 8
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