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一类高维 c。 。 、二 型集合的
H“ 咖 d。 : f 、 维数

许 友

基础课部 )

摘要 本文利 用有关集合直积的 Hu a
s

o df rf 维数与 Hu a
s

o d
rff 密度关系的理论

,

得

到 了一类 高维 c an ot r 型集合的 H au
、 d or ff 维数

,

由此 可构 造 出具有任意 给定 的

H a u 。 d o r f f 维数的集合
。

关键词 H a u s d o r f f 维数 ; H a u s d o r f f 密度 ; 高维 e a n t o r 型集合

0 引 言

H a u s d or ff 维数是刻划分形 ( f : a ct a l) 集合的整体性质的指标
,

但是对于任给的一个集

合
,

要求出它 的 H au
s d o r f f 维数往往是十分复杂的

,

并且不易求出
。

F al co n e r
在口

一

〕中给出了

一类 c a n t 。 : 型集合的构造及其 H a ; 。 d 。 r f f 维数
,

本文在此基础 上并利 用有关集合直积的

H a u s d o r “ 维数与 H au
s d 。 r ff 密度 的关系的 有关理论得 到 了一类高 维 c an ot r 型集合的

H a : . S d 。 : f f 维数
,

根据这个结果我们可以构造出具有任意给定的 H au
s d o r ff 维数的集合

。

1 定理及其证明

首先
,

我们给 出线性 c an t or 型集合的定义
。

任给 0 <
。
< 匕 令 召。

表示直线上的单位区

间
,

可用归纳法定义集合 心 D 召 :

。 召 ,

力 …
,

其中每个 召
。

是有限个闭区间的并集
。

我们可

以对 忍*

的每个闭区间 了*,
(下标

; , 表示 刀 ,

的从左数起第 , 个闭区间 )来定义 忍 `*
一

J

n l ` , ,

方法

如下
:

令 ?n ` J
) 2 是整数

,

令 么
,

几
,

一
J 。 ,

是等长且等距分布的 I ,

的闭子区间
,

它们的直径

} I 、 }满足

l ,
、

一牛 },
,

r
· ,

左 一 1 , 2
,

…
, , ; 、 , ,

且使 J :

的左端点和 J 二、
的右端点分别与 的左

、

右端点相重合
, ,。 ,,

忍 ,十 l

自 I 少 一 J .

U J :

U … U 式扮而
E 定义为 E 一 n E

, ,

当所有 饥

可随 右
,

而变
,

于是规定

`,

有界时
,

我们称这种集

收稿 日期
:

9] 91
一
0 3 ~

3]



9 0无 锡 轻 工 业 学 院 学 报 第 11卷

E 为线性 cn ato
r型集合

。

以砂
翔

表示
s
一维 H au s do rf f 测度

,

我们有

引理 1 设 君 是线性 C an t or 型集合
,

则
吧

罗
吕

归 ) 一 1
.

证明 见参考文献 1
,

定理 1
.

15
.

引理 2 设 E 中线性 C an t or 集合
,

I ` ,

是 E 的构造过程中出现的 E
:

的一个小的闭区间
,

则 老犷
月

(召 「〕 I
` ,
) = { I

` ,

}
’ .

证明 完全类似于引理 1 的证明
。

引理 乙
,

设 E 仁 R “ ,

E 具有正的有限的
a
一维 H au

s
do

r ff 测度
,

E 在其所有点上具有

正的
a
一维 H au

s d o r ff 下密度
,

则对任何 R
”

中子集 F ,

有

d jm ( E X F ) = d jm ( E ) 十 d im ( F )
.

证明 见参考文献 :
,

定理 1 0,
.

上述引理 中
,

R
’ 、

R
“

分别表示 饥 一维和 m 一维卵几里得空间
,

id m 表示 H au
s d or ff 维

数
,

E x 尸 表示集合 E 和 F 的直积
,

集 E 在点
劣

的
a
一维 H au

s d o r ff 下密度定义为

喇

D
“

( E
, 劣 ) = l im

r

一 O

老犷
口

( E 门 B
,

(
二

) )

( 2
,
)

“

其中 B
,

( X )

引理
`
落

表示 以
劣

为中心
, 尹

为半径之闭球
。

设 E 是线性 c an ot
r 型集合

,

id m (E ) ~
习 ,

则 E 在其所有点上的
。

一维 H au s -

d of ff 下密度大于 0
.

证明 设
x
任 E

,

则必有
x

起第
`

J
:

个闭区间
。

我们有

4J
` ,

:

l

一旦几
` ,

其中 z 勺
`

表示 “ 之构造过程中出现的 “ `

的从左数

饥 o 7n l少 1饥 2夕 2
’ ` ’

m (一 l )夕 (一
l )

由引理 2得
、

罗
胡

( I
`, `

自 E ) 一 (饥
。吼 , , 1

叨 2, 2
。

二 m (一 l ) , ( `一 , 。

)
一 ’ ,

其中
?” 。

表示 E
,

所包含的闭区间的个数
。

易见
,

!人
`

1是一列关于
!

的趋 向于 o 的数列
,

所

以
,

对于任何足够小的
尹

> 0
,

总存在
乞 、

J 使得

( m
。? n , , ,

一饥
:人

)
一
专毛

,

< ( m
。饥 , , ,

… , 。卜 l ), ( `一 ` )

)
一令

,

所以

( 2尹 )
夕

尹考
场

( E 门 I
` ,

)

之

—
一 ( 2沪 )

“

m
。` , , ,

· ` 。

饥 。

)
一 ’

「 , 、 _ 止 几
污

ù一饥 饥八U饥

2恤
, `

、 1
袱三

—一 2
“

卫

> 0

其中 M 是所有 m
: , `

的上界
,

M < + co
·

证毕
。
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定理 设 F l, 尸 2 ,

…
,
F

。

是欧氏空间中
儿

个集合
,

其中
n 一 1个是线性 c an t or 型集合

,

则

卜

id 。 ( F
, 又 尸 Z x … x F

。

) 一 艺
“ im (F

`
)

.

卜

证明 利用上述引理 4 并反复应用引理 3即得
。

根据这个定理
,

我们可 以构造集合
,

使它 的 H a
us do

r ff 维数等于任意给定的正数值
,

这

只要先构造出具有适当 H au
s d o r ff 维数的线性 c an ot r 型集合

,

再作它们的直积就行了
。
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