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树形多刚体系统

动力学方程的简明形式

王 永安

(机械工程系 )

摘要 将 K a n e方法和 R o b er s o n / wi t t e n br u g图论 工具相结合
,

用于建立树形 多

刚体 系统动力学方程
。

所得方程形式简明
,

能明确反映 系统的结构特征
。

文 中给 出

的系统接点约束方程
,

为用正交补阵处理接点约束创造 了条件
。
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多刚体系统动力学受现代工程技术的推动而迅速发展
。

树形多刚体系统由于是研究一

般多刚体系统的基础
,

因而引起人们更多的注意
。

现有的主要方法中 R 。
be

r s 。 n / w itt e n b ur g

方法 〔’ 〕是用图论工具描述系统的联接构造
,

用广义坐标表示系统位形
,

所得方程因引入较多

的中间量而有碍理解
。

旋量矩阵法图基本属于 R o b e r s o n / w itt e
bn ur g 体系

,

有其一定优点
,

但动量矩方程对铰接点列出显然不够简洁
。

H u s
ot

n
方法闭用低序体阵列描述系统联接构造

,

结合 K an
e
方法建立系统动力方程

。

该

方法有较大的选择广义 (伪 )坐标的自由
。

当选用相对坐标时能有效处理接点约束
,

但方程中

因此包含有变换矩阵元及其导数
,

增加了方程求解的复杂性
。

另外用低序体阵列表示系统联

接构造
,

显然不如用图工具表示直观
。

本文旨在用 K a n 。
方法结合图论工具来导出树形多刚体系统形式简明的动力学方程

。

运动学
用图 ,

谕示的各位置矢量决定各刚体质心位置和体间相对移动
。

图中 。 为惯性参考系 R 的原点
,

o `

表示刚体 B
、

上选定的铰点
,
A `

为 B
,

相邻 的低

序体 刀`
( , 一石 (: )上适当选定 的点

,

c
:

为 刀
`

的质心
。

尸
。

固联于 B
,
( , ~ L (

,
) )

,
,

:

固联于 B , , 。 :

则度量体间相对移动
。
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1质心的位置矢量

图 l 位置矢量示例

`

表示质心 口
`

对固定点 。 的位置矢量 ( 见图 1)
。

当采用本文的规则标号法时 ( 有向图

示例 )则可将系统各刚体质心位置矢量表为
:

一RZ

图见

其中 , 为系统的通路矩 阵
,

R

R , P

一 T r
(尸 + q ) + 夕 (l )

,
q

,
夕为由相应的

,
个矢量元构成的矢量列阵

。

例如 R

~ 〔R
,

… R
。

〕
r , :
为系统刚体的个数

。

L Z 质心速度

( 1) 式对 t 求导
,

得各质心速度矢量列阵

v 一 T
r
(尸 十 q ) + 夕 ( 2 )

按矢量矩阵乘法
,

若记 id ag 〔 ,
,

… ,
。

〕 -

A

夕 ,

则 夕为
八

夕 X 。 ( 3 )

其中

定义

~ [ 。
,

… 。 :

」
甲

为各刚体角速度列阵
。

系统低序体关联矩阵 D ,

它的元为

一 1

0

若弧 夕指向顶点

其它

图 2 示例的有向图

容易验证

d `,
一

乞 ,

夕 ~ 1 ,

…
, n

A

P = P X ( D
下。 ) ( 4 )

叮 “ 口 X ( D
了 。 ) + 口’

( 5 )
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其中 q’

为各刚体间 A
、 ,

O `
(`一 卜二 : )点相对速度列阵

。

将 (3 )

一

八一人ù八一

V

记 p ~ 尸 + q 及 A ( p
·

刃

,

( 4 )
,

( 5 )式代入 ( 2 )式得
A ~

一 〔T
于
( p + q ) D

,

一月 x 。 十 T
甲

q

A 六

一 T
,

p D
了

一 ,
,

则 v 可表为

( 6 )

v 一 A ( p
·
夕 ) X 。 + T

r
q

按本文的规则标号
,
T 为上三角矩 阵

,

D 为严格上三角矩 阵
,

且有 D 一 s一 E

( 7 )

,

S 为系统的关

联举阵
, E 为

,
阶单位矩阵

,

于是 望 , p D 甲

为严格下三角矩阵
。

这样可按如下步骤来构成 A ( p

.

夕 )
。

a ;

将系统按本文方法规则标号
。

b
.

由 D 一 s 一 E 求得 D
.

c
.

将 川 的第 ` 行的唯一非零元一 1 用一 p `
~ 一 (P

`
+ q `

)代替
,

得矩阵记为 D 甲
(川

.

d
.

计算 T 宁 D ,

(川
.

e
.

将 T
甲

D
,
(川的第 ` 个零对角元用一夕`

代替即可得 A ( p
·

刃
。

例如对图 1所示系统其 A ( p
·

刃为

门leseseeleseseseseseseseseses

5

O一y

A ( P
·

y ) =

夕2

P
3 夕3

P
o O 夕4

0 0 0

各刚体质心速度的坐标列 阵可表为

V -

其中

月 ( P
·
夕 ) 。 + 少 ( E ) q

-

( 8 )

F = 〔V , l ,

V
,: ,

V
, 3 ,

… V
二 , ,

F
。 2 ,

V
。 3 ,

j
r

。 q
`

亦类同
。

, (万
·

芬)为将矢量矩阵 , (万
·

补中的零元用
3 x 3零矩阵代替

,

矢量元万
` ,

不
`

用相应的

反对称坐标方阵代替后所得的 3: x 3n 方阵
。

例如

。ù
。一 P

`3

O

。内州

少 (E )为将矩阵 T 中的 1 元用 3 x 3 单位矩 阵 E 代替
,

零元用 3 x 3 零矩阵代替后所得
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的 3: x 3。 方阵
。

3 质心加速度

( 6) 式对时间 t求导
,

得各质心加速度列阵为
A A A 八 A A

~ 〔T 宁

( p + q ) D
r

一 y 〕 x 。 + 〔T
,

( p十 q )D
,

一门 x 。 + T
?

q( 11

十 叮 `
D

了 X 。 )

记 X - p + q + q’ 一 尸 x D
, 。 + q2

, ,

并经整理得
A A

A 八

a 一 ( T
, X D ,

一妇 X 。 十 归
,
p D ,

一妇 X 。 + T
r
q

“

采用矢量元矩阵 A ( x
·

Y )表示

a
~ A ( X

·
夕 ) X 。 十 A (户

·
夕 ) X 。 + T , 口”

质心加速度之坐标列阵为

a = A ( X
, 夕 )。 + A ( P

·

y ) 。 + T ( E ) , ”

矩阵 A ( X 妇 的构成也类同于 A ( p 下 )
,

其 3 x 3 非零子块为

X `
井 。 : ( ` )户了一 户`。二( ` ) + 2口 ; “ ( ` = 2 ,

… 。

( 9 )

( 10 )

( ] l )

其中 。 : 《`)
为一 D ,

(E )。 的第 3 : 一 2
,

3艺一 1 , 3乞元构成的列阵
, 刀 ( E )的构成类同于 少 (E )

.

夕`
一 叭鲜 一 。 `夕厂 。 一 1 ,

… 。
( 1 2 )

2 广义惯性力

.2 1 等效惯性力系

将刚体 B `

的惯性力系向质心 c
`

简化
,

可得惯性力系主矢 衅 和主矩 T 厂 (`一 1
,

… 。
)

.

将

尸厂
,

T
`’

依序排列并用 ( 1 0) 式
,

可得系统各刚体
J

质性力主矢坐标列阵为

八

{
_ _

「
。

1 : :

巴
’

一
M 】〔A ( ,

·
, ) ’ 少 ’

( E )引几】+ A ( X
’

夕 )少

l
·

L竺」

( 1 3 )

A

其中 M ~ d i a g [m
, ,

m l , m , ,

… m
: , 二

: , m
:

〕

各刚体惯性力主矩坐标列阵为

八 ~

T
份

- 一 I 。 一 。 I 。 ( 1 4 )

A 一 ~ ~

其中 z ~ d i a g ( z
、
… 了

:

)
,
I
`
(` = 1… 、 )为 召`

的中心惯量张量矩阵
, 。 I ~ d i a g (。

, 了,

一。 。

了
。

( 1 3 )
,

( 1 4 )式合并为
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」
A ~ ~

M A (P
·
夕 )

A

I

: 「门 「八 宁 丁 〕

四 日
.

里}一 }理产
一

呸一户 }
。

1 1
, ,

! l 八 l_

1 l q
”

} l ~
_

l
刁 L一 J

L 0 1 」

T

八M

} ( 15 )

.2 2 广义惯性力

若取广义速率 y
`
(l 一卜

·

6 , )为

夕2
= 。 . 6 艺 = 3 ( k 一 1 ) + b

犷`
~ q 飞

。
l = 3 (

二

+ k 一 1 ) + b

则系统广义惯性力为闭

( k = ] … 兀 :
b = 1

,

2 , 3 )

G
2 . ·

F 厂十弊
.

于
匆

,
亡 ( l = 1… 6盆 ) ( 16 )

一

丛私
一一

式中重复下标 k 表示对 k 从 1到
n

求和 (下同 )
。

为了导出系统广义惯性力的表达式
,

现导出 台
,`

(l ~ .1 二 6n )中对应于第 `号刚体的相继

三项 G 3 ( `一 1 )+ 。
(石= 1 , 2 , 3 )

.

由 ( 7 )式知

V .

一 A
* , X 。 ,

+ t。 ,叮 ’ ,

式中 A
* J
代表 A ( p

·

刃 的矢量元
,

气为 T ,

的元
。

以 。。
b( ~ 1

,

2
,

3) 表示惯性参考系 R 的三个正

交单位矢
,

则

澎
*

匆
3 (一 , ) + 。

= A
* , X 巨。 ( b = 1

,

2
,

3 ) ( 1 7 )

面
.

匆
3 ( `一 l ) + 。 = d

*̀云。 (b 一 l
,

2
,

3 ) ( 18 )

式中 “ *

为 k r o n e k e r 飞 d e l t a 函数
。

将 ( 17 )
,

( 1 8 )代入 ( 16 )得

G 3’( 卜
1 ) + 。

= ( A
*` X

从上三式用矩阵表示为

T 厂 一 。了A二F 亡 + 。子T
’̀

( b 一 1 , 2
,

3)

一 A二F 厂 + T
’̀

设 G I’ 一 〔G l’. 二 G 3’N〕
,

则

G 厂~ A
甲
( p

·
夕 ) F

怪

+ 少
`

( 1 9 )

同理可得

G ; ~ 〔G二十
l

… G 6’u 〕
了

~ T ( E ) F
`

( 2 0 )

( 19 )
,

( 2 0 )合并为

( 2 1 )

尸̀lt
.

we
esl且」

门lesesesesJ

G
A

甲
(尸

·
夕 )

T ( E )

肠I、

:G一ùG
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上式系数矩阵右上角的 E 为 3 ;x 3 ;
单位矩阵

。
-

将 ( 1 5)代入 ( 21 )并经整理得系统广义惯性力坐标列阵为

~ ~ 八

A
,
( p

·
夕 ) M A

A

T ( E ) M

一 ~ A

P
,

夕 ) + Z
~ ~ A

A
了
( P

·
y )M T

,
( E )

A ( P
·
夕 )

A

T (刀 ) M 全 r
( E )

){
一

兰」
」L竺

’

」

厂

l
.
.

sseeL

一一一G’一

( 2 2 )

A 甲
( .P 妇M A ( p

,

刃 + 。 I

八

T ( E ) M A ( X
,
y )

3 广义主动力

作用于树形多刚体系统的主动力是除铰 内理想约束反力以外的所有外力
。

针对工程应

用
,

把主动力分为通过铰作用的主动力
,

称为铰主动力
,

其余的主动力则称为非铰主动力
。

设

通过第 无个铰主动力对铰点 。 *

的主矢
、

主矩分别为 川
· ’ ,

州
· ’ ;
非铰主动力对

一

B *

的质心 c ,

的主矢
、

主矩分别为 F
` ,

T
`

·

广义铰主动力
·

广义铰主动力的一般表达式为川

G李
` ’

刁( 。
*

一 。 `。* 、
) 二

` _

孟
一 ’

十

—
. 里

’

孟
-

刀
之

( l = 1… 6 n ) ( 2 3 )
一尸

丛如一一

当 艺~ 卜二 3。 时

些
。 o

砌
L

( 2 4 )

因为 。 。
一 。 ` ( ` )

为 S 甲 。 的第 无个元
,

则

a (。
。
一 。 , ( * ) )

匆
`

.

孙
, 一塑塑土

.

子
( a)

匆
`

厌 , T

一 家
S (“ ) Z{

`“ ’

= e了习 ( E ) T ` · ’ = s
`
(召 )少 `· ,

式中
e了二 [ 0

,

… 0
,

1第咧
,

0
,

…
,

0〕 ;召 z

佃 )为 习招 )之第 z 行
。

( 2 5 )

( 2 4 )
,

( 2 5 )式代入 ( 2 3 )式得

G荟
a , 一 名1

(召 ) , `· , ( z = 1… 3 n )

3 ,
个等式用矩阵表为

G华
’

= 〔G {
· ) … G ;盆

,
]

,

= 召 (刀 ) , `· ’
( 2 6 )

同理可得

G aN( ’ ~ 〔叫蕊
,

…叫护了 二 尸 `· ’
( 2 7 )

( 2 6 )
,

( 2 7 )合并为
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(E )一 o习ù
G( a )一

G(1a }( 2 8 )

3
·

2广义非铰主动力

仿照广义惯性力的计算结果
,

广义非铰主动力为

广l

eese
.L

刁
!
二
苦
IJ。

「
, (万

·

于)

u l
一 L T ( E )

( 2 9 )

4
.

动力学方程

设 G “̀ ’ 一 〔州
N ’ …以汀

’
了 为与铰 内理想约束力相对应的广义力

,

则 K an
e
方程为

G
份

十 ( o + G ( . ) ) 十 G `夕 ) = 0 ( 3 0 )

将 ( 2 2 )
,

( 2 8 )
,

( 2 9 )式代入 ( 3 0 )式并经整理得

·

a一ù砂一
厂t

l
eseeL

勺IllesesJ「 _
.

一 一
_

人 一

{性
’ .

工:.f 二
.

翌2竺
一

户
.

生少
-

l
_ _

八
_

一

L 了
,

( E ) M A ( P
.

~ ~ A

A
,
( p

·
夕 ) M T 了

( E )

人

T ( E ) M T ,
( E )

十一
、v)了力

厂 ~ ~ 八 气

} _
_

一 一
_ 。 · · .

一 l r 一 一 : , 厂

} A
`

(P
·

” M (A X 川 十 “ I !
:

.

} A ( p , ) ! E 日
l

- - · · -

一
`

一 ” ”

一
` 一

”
’

一
二

’

万
’ ` ’ ` 一 `

” ”
}毋 个 卜

- ·

一卜
,

二卜
一

} }
}

_

_ 、

A
_

二
_

}一 L , ( E ) : O 」 }
L T ( E ) M 月 ( X y ) 」 -

( 3 1 )

到;小
(N)

5 约束方程

由于铰的运动学约束
,

6。 个广义速率并不独立
,

方程 ( 3 1) 需联列相应的约束方程才可

求解
。

现导 出系统的约束方程
。

.5 1 转动约束方程

乐 L I B `

氏 ( j ~ L (` ) ) 间的铰 i 无转动 自由度

则

0 `
~ 。 j

或表为
E (。

`

一 。 ,
) 一 0 ( 3 2 )

此处 E 为 3 X 3单位矩阵
。
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. 5L Z
’

且
,

场 (j ~ (L 幻 )间的铰 诬有一个转动 自由度 转轴单位矢为 h
` ,

则 。 `

可表为

。 `
= 。 j

+ 叭 h

“
( 3 3 )

价为绕转轴的角
。

(3 3) 式的分量式为

。 *̀
= 。 , `

+ 叭 h
*̀

( k 一 1
,

2 ,

3 ) 心3 4 )

由 ( 3 3 )式解得 叭 = h
`

(。
`

一 。 , ) 并代入 ( 3 4 )式得

。 `*
= 。 ,*

+ h
,* h ` ·

(。
`

一。 , ) ( k = 1
,

2 ,

3 )

容易验证
,

三个方程中仅有两个独立
,

取开头两个并表示为

(h
*̀
一 甲之h

`:

(。
`。
一 。 , ,

) = 0 ( k = 1
.

2 )

( 3 6 )式中对重复下标 s 从 1 到 3 求和
。

( 3 6) 式用矩阵表示为

( 3 5 )

( 3 6 )

无` ,

一 无夏圣 h ` l

h `:
一 h二;

、 ` 1

: 「
无“ ;

)「
“ ` 1
一 。 潇1

(
万

` 2

」}
“ `’ ,

日
田 ’̀
一 “ ,’

}
L n ` 3 J L。 ` 3

一 。 , s J

.5 L 3 氏
, B ,

(夕一 L (` ) ) 间的铰 ` 有两个转动 自由度 两转轴单位矢为 耐
` , ,

耐2) ,

相应的绕

轴转角为 价 ,

劝
` ,

则

。 `
= 。 ,

+ 劝
`
h :

, ,
+ 叻

` 左万
, ,

上式点乘 耐
` ’ x 耐

2 ,
得约束方程为

h {”

该约束方程用坐标矩阵表示为

h ;
’ ) T

只 九:
2 , 4

(。
`
一 。 ,

) = 0

·

(。
:

一 。户 = 0
ùh一

X

5
.

1
.

4 整个系统的转动约束方程的形成

定义 2

列
,

将元素

定义 3

系统转动约束关联矩阵 R ( E )为系统关联矩阵 s 中划去无转动约束铰所在的
1 用 3 x 3 单位代替

,

O用 3 x 3 零矩阵代替后所得矩阵的转置矩阵
。

A

系统转轴约束系数矩阵 H 为由以下 H
`

子块组成的拟对角矩阵

3 x 3 单位矩阵 E 若铰 云无转动自由度

h
` l

h

无`:

一 h万姿

h ;
】)甲

若铰 `有一个转动自由度

川万: · ,

若铰 石有二个转动自由度

ō

左

一奴
H

一lsssseeeeL

r

l
|

|
、

下标取值序列
,

`一卜
·

。 ,

为系统
耳
个铰 中除去无转动约束铰号后

,

从小到大依序排列并重新

依次编号所得序列
。

据此
,

系统约束方程可表为
A

H R ( E ) 。 = 0 ( 37 )
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. 5 2
几

移动约束方程

可用类似转动约束方程导出系统移动约束方程
。

定义 4 系统移动约束关联矩阵 u ( E )是将一个
, x 二

单位矩阵
,

划去与无移动约束铰

标号相同的行
,

并将元素 l 用 3 x 3 单位矩阵代替
,

O用 3 x 3零矩阵代替后所得的矩阵
。

A

定义 5 系统移动轴约束系数矩阵 K 为由以下 K
`

子块所组成的拟对角矩 阵
。

3 x 3 单位矩阵 E 若铰
乙

无移动自由度

K ` l

K `2
一 K括

` 1

: 「
K ` 1 _ _

)
川

K ` 2

{
L K

` 3」

若铰
!
有一个移动自由度

KK

K {”
了 元万

, ,

若铰
乞

有二个移动自由度

K一凡
K

广lssseeeeeì

!̀|||
之 l1l ssseee|

l
、

一一K

下标取值序列
,

` ~ 卜
·

n 。

为系统
:
个铰 中除去无移动约束铰号后

,

从小到大依序排列并重新

依次编号所得序列
。

K
`。
b( 一 1 , 2

,

3) 为有一个移动自由度铰的移动轴方向数
; K咨”

,

K :
2 ,
有二

个移动自由度铰的移动轴单位矢坐标列阵
。

据此
,

系统移动约束方程可表示为
A

K U ( E ) q ( 3 8 )

.5 3 系统约束方程

合并 ( 3 7 )
,

( 38 )式得系统的约束方程为

ō lesesweee| IJ
山厂护一

厂leseswellarLǐ les.lles
.1

「
八

H R ( E )

A

K U ( E )

( 3 9 )

6 结束语

方程 ( 3 1 )和 ( 3 9) 是分析树形多刚体系统的基本方程
。

该方程形式简明
,

直观
,

能明确反

映系统的联接构造
,

对数值计算和非数值分析都适用
。

列写方程的手续也较简便
。

约束方程

的形式适合于用构造正交补阵的方法闭消去方程 ( 3 1) 中的铰内理想约束力
,

把方程变换为

独立坐标表示的形式
。

如果一般约束多刚体系统的构造约束和外部约束可表为坐标导数的线性形式
,

则附加

这些约束方程
,

就得到一般约束多刚体系统的基本方程
。

虽然已有许多建立多刚体系统动力学方程的方法
,

但笔者认为
,

根据适当的力学原理
,

选取适当的广义 (伪 )坐标和系统结构表示方法、 以期得出简明
、

直观
、

便于应用的系统动 力

学方程
,

仍是值得探讨的问题
。
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