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矩形公式的推广和改进

费荣昌 徐宝仁

(基础课部 )

蒋炳鑫

摘要 本文推广和改进 了定积分近似计算的矩形公式
。
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定 理

如果 f (x )在〔
a ,

司连续
,

则有〔
a ,

习上的数 右
,

使

{:
了(二 , d 二 一 了“, (”

一
’

这是众所周知的积分中值公式
。 ·

如果了 (a) 护。
,

那末积分中值公式中的 泞有 [l1

lim
自~

a

宁一 a

b 一 a

1

2

据此
,

以

宁
代替积分中值公式中的 。

,

即取

f

(宁)
(卜

· )

作为
芡
‘(二 ) d二 的近似值

,

即有定积分近似计算的下述矩形公式
。

矩形公式[2] 如果 厂(劝 在〔
a ,

司 连续
,

则有 (a
,

b) 内的数 泞
,

使

卫
了‘二 , dx 一了

}
三 1 ,

, , 、 , ,

Lb 一 a , 十 五 j Lc 从D 一 a 少一

,

口一土丁一夕�

为了推广矩形公式
,

本文先考察当 b~
a 时

户
, 、 ,

豁 1

J
。
‘、 ’

Qx 一击 乏厄灭厄飞不
~

压下f ‘Z k , 垒二匕些)
2 /

( b 一 a ) “龙+ ’

( 1 )
‘

1
十 丈丈二万丁二一一一一丁下下

乙一~ 一
气乙刀 一 l 少 1

f ‘
2”一“, (右) ( b 一 a )

“”一 ’

中 泞的变化趋势
,

有下述定理 1
.
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定理 l 如果 f ‘
, ”一” (x ) 在 [

a ,

b〕存在
,

在 x = a
处右连续

,

且 f ‘
2 ”一 ‘’(a ) 笋 0

,

那末 (1 ) 中

的 宁有

1l2’
一一

lim
白一

a

泞一 a

b 一 a

然后
,

据定理 1
,

以 三+ b

2
代替 (1 ) 中的 宁

,

即取

习
l

2 2 h
(Zk + 1 ) !

了‘
, ‘,

{
些牛兰}(

。一 。 )
2 * + 1

、 乙 l

作为
芡f(x

)dx 的近似值
,

有下述定理 2
·

定理 2 如果 f(
2的 (x ) 在 [a

,

司 连续
,

则有 (a
,

b) 内的数 宁
,

使

卫
, (二)d 二 一

蕙
1

2 2 泛
(Zk + 1 ) !

了(2‘)

}
些牛鱼}(

。一 。 )
2 , +

\ 乙 l

1

2 2 月

(Zn + 1 ) !
f ‘

Zn , (右)(b 一 a )
“” + ’

.

当 n ~ 1 时即矩形公式
。

推论 如果 f ‘
2 ” ,
(x ) 在 [

a , bj连续
,

且

f (2 * )

(宁)
一 。 “ 一 ‘

,

2
,

一
‘’

则有(a
,

b) 内的数 右
,

使

「
b 二 , 、 」 , fa + b {

, , 、 .

1 , t g . 、 , , 、 , , 、 , . 、 1

! J 气x 少Q x 一 J l es es 下尸es } 气口 一 a j 州卜 二不二二一气一二气叮 J
、

一火 g 少气O 一 a 少
一 ~ ’ 。

J a

\ 乙 l 乙“ ~
气乙n 一 1 少!

其次
,

考察 f “ , (a ) = o (i = i
,

2
,

⋯
, n 一 1 ) 的情形

。

如果 f ‘
”, (x ) 在 [

a ,

b〕存在
,

在 x = a
处右连续

,

且 f “ , (a ) 一 。 (i = z
, 2

,

⋯
, n 一 1 )

f("
, (a ) 笋 0

,

那末积分中值公式中的 宁有 [s,
‘〕

lim
自一a

宁一 a

b 一 a

1

石耳万
‘

据

姗
· +

会希
代替积分中值公式 中的 ‘

,

即取

f

(
· +

会瑞{
(“

一
)

作为
卫f(x

)dx 的近似值
,

有下述定理 3
·

定理 3 如果 f ‘
” + , ’(x ) 在〔

a ,

吞〕连续
,

且 f“ , (a ) = o (i = 1
,

2
,

⋯
, n 一 1 )

,

则有 (a
,

b ) 内

的数 泞
,

使

坦+1

介
二 , dx 一

f(
· +

会瑞
千 又不晕丽{

‘

(b 一 a )

1

李n + 1
f ‘”+ ‘’(右) (b 一 a )

”+ “
.

定理 2 和定理 3 推广改进了定积分近似计算的矩形公式
。
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定理的证明

定理 1 的证明
,

考虑极限
1 r f

b , , 、 ,

书 i , ‘, ‘、

f a + 占)
, ,

11 111 丁下es es es es es花花二 l ! J 气X 夕Q X 一 户
,

二万r 丁二兀尸 - 下一丁r 叮 j
、

一 1 es es : 丁es es } 气O 一 a 少一
’

卜
。
气D 一 a 少一 LJ

a

宝二名乙一 L艺花 一 1 少! \ 乙 /

2 , 月一 2

(Zn 一 1 ) !

一方面
,

由 L ‘
H o s p it a l法则

,

1
, .

1 二 , , 。 _ _ 。 、 , , 、

A = 二气二 lim 一二
~一「f ‘

Z n 一 2 , (b)一
(Zn ) ! 不二 b 一 a ‘ J

f ‘
2 ”一 2 ,

(a )(b 一 a )
2 ” 一‘

1 + 2 + 2 2

+ ⋯ + 2 2 ”一 3

2 2, , 一 2
f ‘2一

2 , 旦兰兰}
2 j

一

声
f (2一” (· ,

」
一

刃箭丁「‘ + (‘+ 2 , + “ 十 2 + 2 2
, + ⋯

+ (1 + 2 + 2 2

+ ⋯ + 2
2
一

4
)〕f

‘ 一 ‘) (a )月

一
�|n乙

l

2 2”一 ‘( Zn ) !
{2

2
一

‘
, [ 1 + ( 1 + 2 ) + ( l + 2 + 2 2

) +

+ ( 1 + 2 + 2 2

+

1

2 2 月一 ‘( Zn 一 1 ) !

另一方面
,

由( 1 )
,

⋯ + 2
2 , 一“) 」}尹

‘2 ”一” ( a )

f (Z n 一 , , (a )
.

1
了1 二二二 二下二二- 下

‘

气1 -
,

一
- , : - -

艺“
‘

一 ‘

又Zn 一 1 ) !

1
“ 艺至

; i而之2元三 劝 i

因 f ‘
2 ”一‘, (a ) 笋 0 ,

有

lim
西~

a

f ‘
2”一 2 , (泞) 一 f ‘

, ”一 ” ( a ) 宁一 a

b 一 a

f ‘2 月一 ‘’( a ) 11

宁一 a

泞一 a

黔 歹二石

1一2
一一

lim
办~

a

宁一 a

b 一 a

为证定理 2
,

先建立引理 1
.

引理 1 习
2 n

Zk + 飞
2 2 ”一 1

一 [ i / 2〕一 1

习 ( 2。 一 Zk 一 1 ) ( Z n 一 Zk 一 2 )⋯
k一 O

= Zn ( Zn 一 1 ) ⋯ ( Z n

( 2
一

2‘一 ‘)

(
。;

浑
,

)
+ 1 ) 2

2
一

‘一 , ( i = 1
,

2
,

⋯
,

Z n 一 2 )
,

2 2 ”

一 1

Z n + 1

证 记

H ( x ) 二蕙(
2 *

耸
1

)
X Z·

一合「
( ‘+ X ,

2

一 ‘
卜

X ,
2 ·

〕
,
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有

二
(‘) (x ) 一

”一

岁
一 ‘

(2 , 一 : * 一 1 ) (2 。 一 : * 一 : )⋯ (2 , 一 : * 一 *)(
_

,

2呼
_

)
二2 · - 2。

一
笼试 、艺左 十 11

1 _ , _ ‘ 、 , _

二
* 、 尸 , _

‘
. 、 , _ _ : , ‘ 、 : , _ 、 , _ _ ,

一 气万
.
乙n 气乙n 一 1 )⋯ 气乙n 一 z 十 1 , L戈1 十 X ,

“~
’

一 气一 1 ,
’

气1 一 X 少
“ ’

}
,

乙 一 一

, _ 1

{
“n

)

加
二 , dx 一

暮器蜡
X Z
一 2k

1 二 , * . 、 , _ 二 、 . , 月 、 , _ 二 , _ ,

一只二芯丁- 一下一万T L欠1 十 x )
“ ~ ’ ‘

十 以 一 x 少
“ ’ ‘

一 乙 1
,

乙气乙儿 甲卜 1 夕 一

在以上各式中令 x 一 1 即证
。

定理 2 的证明
,

记 F (x)
一

{:
, (二 )d 工

,

使用 T a y l。· 公式
,

并采用积分余项
,

有

F (b ) =

即

卫
了(x ’d ‘ -

客六
F (f )‘· , ‘

卜
· ,

‘

+

击{:
F ‘2 · + ‘’(X , (”

一
,
2 ”

d X
,

客六
f (、

一 (· , (“

一
,
‘

+

命{!
f (2 · ’‘二 , ‘“

一
,
’”

‘工
,

而
, ‘, ; 、

(a 十 b \
J

、 一 ’

l 一- 下尸一 l -
\ 乙 /

2”一 2走一 l

乙
1

, , , ; 二 ; 、 , 、

(b 一 a \
‘

二下 J
’‘ 一 ” 气a 川

一
一下一一 }

2 1 \ 乙 /

i f宁
, ‘ , _ 、 , 、

r a

十 下又-
目

-
二犷产一一一万育二 I J

、 ‘了 ‘

Lx 川 一

戈乙n 一 乙况 一 i 少 IJ
。

\

2 月一 Zk 一 1

— X d x
冲口一.�.一n乙

于是

。 (
b , , 、 二

书 1 , [ , 、、

fa + 占\
, ,

八
。

一 I J 气x 户o x 一 尸
才 二; 厂只万7 一下一丁育二 J

、

一 卜一二 ; - 一 l 气口 一 a 少
一 ~ ’

J a

艾二芍 乙一 、乙祀 十 1 少卫 \ 乙 /

1 f
b , ‘, . 、 ,

一 丁下 , 了丁 I J
、“~ 气X 少气D 一 x ,

一 ~ O X
气乙儿 夕1 J

a

( b 一 a ) “走+ ‘

{岁
f ‘2 ”’ (X ’ 2 . 一 2盛一 1

石一未.�少曰

2 2 h
(Zk + 1 ) J ( Z n 一 Zk 一 1 ) ! — X d x

�乙间

- 丛一 f宁
( Zn ) ! J

a f ‘
, ” , g ( x ) d x +

一生一「
占

( Z n ) ! J宁
f ‘2 ”,

( x ) ( b 一 x )
Z n

d x
,

其 中

g ( x ) = ( b 一 x )
“”

一

由引理 1
,

一
、 、 ·, 、 1

la + 占 )
,
一

2
卜

,

LO — a ) ~
一

一

}

—
— X I

。

一

\ Z ,

g ( a ) = g
’

( a ) = 一
g ‘2一

, , ( a ) 一 。
,

g ‘“

一
, ( x ) > 。

{
。 < 二 镇 三牛兰{

,

、 ‘ ,

即有 g ( x ) > o

_

, 一 a + 闰 一 。 二 , 。 , 、

一 * 、 ~ 一一 了 a + 闰 二 一 ~
, 。

“ ‘
、 x 资

; 二 - 一言一 I
,

丁 夕已 出 书丈万 甲 退正 理兰
,

什 J土 l a 厂- 下尸- }曰 阴 狱 勺 仄‘ / \ 乙 /
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色

护
,

。
}内的数 。

2 ,

使
‘ l

z 二‘, . 、 / , 、

「宁
, 、 , ,

1 , ‘, . 、

一
、

「
。

氏 一又厄石下了
一 ’

、‘ , ’
J
。

g 、x ’o x 十 之厄;万万了
‘一~ 叹‘2 ’

J宁
气” 一 二’

一 ~

Qx

2 2 月

(Zn + 1 ) !

再用介值定理即证
。

为证定理 3
,

先建立引理 2
.

引理 2 记

[
1 。

, . 、 , ,
、

甲二.

J
、“

.
’

L宁1 ) 州卜
乙

2一 (‘
2
)

」
‘”

一
,
2

一f(
l一z

h (x ) -
(b 一 x )

”+ ’

n + 1

1
.

b 一 a 、
”

一 (”一 “ ,
产十不舀污

一 ’

)

祠巨
那末 h (x ) > 0 a < x (

a +
b 一 a

证 显然 h (a )

_

1
.

b 一 a

一 O
,

“

(
“ 一 下元薄污

h (‘) (a ) = (一 1 )
‘+ ’ (

n 十 1 )n
·

⋯(n 一 i + 2 )
n + 1 「

n 一 i 十 1

(n + 1 )
‘一 ‘/”

一 ‘

」
(“

一
,
” 一‘十 ‘

(i = l , 2
,

⋯
, n 一 1 )

,

由 B e r n o u lli不等式
,

有

(n + z )
‘一含< n 一 i + l

,

于是

> 0
,

i 一 1
,

3
,

⋯

< 0
,

i = 2 , 4
, · ‘·

,

2

〔号」
一 ‘;

,

2

「气拼」
,

‘l|sees悦

l
、声

a
/‘

,
、J

.
甘吕护

.
、

h

而

b 一 a
几一 ‘+ 1

自

云污污{
一‘一 ”

‘

}
< 0

,

‘

l>
O , ,

(n 十 1 )n ⋯ (n 一 i + 2 )
” + 1

l 一 一
~

三一

石耳布
+a

口
.

口
‘..吐.‘.龟

h

一 1
,

3
,

⋯

一 2
,

4
,

⋯

,

2

〔号」
一 1 ;

,

; [号
1」

,

h (二) (x ) 二 (一 1 )
. n ! (a 一 x )

< 0
, n ~ 2

, 4 ,

> 0
, n ~ 3

,

5
,

a < x 钱
a +

当 n
是偶数时

,

因

“(一 (二 , < 。

(
· < 二 镇

· + b 一 a

拼n + l
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_ 、

,
.

b 一 a 、
h

、”一 ‘’

(a ’> 0
,

“‘”一 ”

(
“ 一 不云污{

< O
,

于是 、(

一 (X ) 在

(一
+

有一极大值点
,

又因

b 一 a

李n + 1

内
J

。有一零
J

,
,

”p “(

一 ‘X , 在

(一
+

内恰

“‘
”一 2’

(· , < 0
,

“‘一
2 )

(
· +

会六}
> o

,

_
, _

.

一 1
.

b 一 a \
‘ _

二 _
. _

_

l

于是 h ‘
一

艺,

(x ) 在 }a , a 十
-
二= 共弃弓 } 内恰有一零点

,

即 h ‘”一 3 ,

(x ) 在 }a
, a 十

\ 丫 n 一 l / \

内恰

.

_
.

_
_ _

1
.

b 一 a \

有一极小值点
。

如此重复
,

可知 h (x ) 在 }a, a 十 二芬= 干菩 l 内
‘

洽有一极大值点
,

又因
\ 丫 n 十 1 /

1
.

b 一 a \
h (a , 一 “

,

h

}
“ 一 不舀污)

> 0
,

所以

i
_ ,

.

b 一 a

“(x) > 。

}
“ 吸 ’ 气 “ 十 不云污

当 n
是奇数时

,

同理可证
。

定理 3 的证明
,

记 ; (二

卜 J:f<
! )dx

,

则 “(i) (·卜
。(‘一 2

,

3
,

一
,

·

使用 Ta 、
·
公式

,

并采用积分余项
,

有

。
, , 、

。
, 、 .

。
, , 、 , , 、 .

1 。
‘一二 , 、 , 、 , , 、 _ 二 ,

户 气O 少 = 厂 气召 } 月
一 厂 气e ) 气D 一 幻 十

.

下一一 , 产 , 丁r 叮厂
、~ ’

气e ) 气O 一 e )
‘

”
‘

、刀 , 卜 1 少 !

1 f
b 。

‘_ 二 , 、 , 、 , , 、 _ 、
, ,

十 二, - 二- 代, 二 ! 尹
‘ 一 ‘ “

气x 八。 一 x 少
’ ‘

O x
,

气n 州卜 1 少JJ
a

即

艾
, (X )d X 一f (· )(“一

, 十 而子而f
(一 ‘· , ‘“

一
,
”·’

伙石
半而芡

f (二
‘’(X , ‘”

一
,
”

“‘X
,

而

fl
a +

b 一 a

李
n + 1

, , 、 .

1 , ‘_ 、 , 、

一 J 气a 少
~
十

. .

- 下J
、 ”

La 少

b 一 a

1 加 + 2 毛头

+ 舟 I 动 + ‘f ‘” + , ,
(x )

刀 JJ a

李n + 1

(
。 十 二

、 7

b 一 a

李
n 十 1 一 x

d x

于是

_ rb
, 、 . _

1
.

b 一 a \
人
一J

。

I (x ’d x 一 犷
{
“ 一 不云万}

(b 一 “’

一石资而丁:
f (二

‘’(X , ‘”

一
,

”

“d x

一

宁{:
‘

揣
了(

一 (· )

}
· +

会瑞一)
”

‘二
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一典{
·+

揣
f (· + 1 ) (二 ) ; (x )d二 + 一牛击犷

。 _

f (

一 (二 ) (。一 二 )一d 二
,

刀 ! J a 火刀 州卜 1 j JJ a + = ;

弓
二

刀

动 + l

其中

h (x ) -
(b 一 x )

” + ’

n + 1

、

了
.

b 一 a )
”

一 吸” 一 “ ,

(
“ 卞

.

又污万 一 ‘

)
‘

由 弓, 理 2
,

“(X , > o

(
· < 二 簇

· +

一 +

会瑞)
内的数 ‘

1

及

(
· +

会六

b 一 a

不舀污 )
’

“

,

“

)
内的数 ‘

2 ,

于 是 由 积 分 中 值 定 理
,

存 在

使

。 l , f _ 二 , 、 , , 、

凡 ~ 石J
‘一 ’

“ 气“ )

广。十止妥黔

」
。

一 十‘ “‘x )d x

1
。 , _ 二 , 、 , , 、

f
b , , 、 . 二 、 ,

十 石不厂万万J
‘ ’ ‘ ’

L。, ’
」
。 +

架
L” 一 “

‘

”
‘

Qx
, 动 + l

1 {
, n

二二二

—
} 1
— 一

(n + 2 ) ! {

1

李n + 1
[ (i 一

a )f ‘”+ ” (泞
1
) + a f‘

”+ ” (泞
2
)〕(b 一

a )
” + 2 ,坦+1

其中

1 一
些土里

.

‘卫
‘

一
-

n + 1 澎万不丁

由 B e r n o u lli不等式

I二 1 \
”

+2
_

1 1 十 气不二二丰= 户

- , } 夕 1 十
( 带 n 十 1 一 1 }

n + 2
> 1 +

n 十 2

李n + 1 一 1 (n + 1 )
, +
告一

, 一 2

即有

0.< }
‘
一赫万{

< ‘一
芝

1

拼n + l
坦+l

所以 O<
a < L

再用介值定理即证
。

3
·

举 例

把〔
a ,

习等分成 m 个 区间

〔
x 。 , x ,

〕
,

〔
x , , x Z

j
,

⋯
,

〔
x m 一 , , x m

〕(
x 。= a , x m

= b )
,

记
r ‘, ‘、

Ix
‘

+ x ‘+ 1

}
了

’

一 } - - - 下万一一一 l一 y拜令
,

\ 乙 I

在每个区间上使用定理 2
,

有近似公式

f
。 。

, 、 , _

书 1 1占一 a }
, ‘
”留

。, ; 、

J
。
J 气x 川工 ‘ 白 矛互丽耳五丽 (一不,

.

) 白
少
码

’ (2 )
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. 0 .

一
.

1
}式

·

l簇 乏厄灭厄万不万了不石不
m a x

}f
‘2 ” , (x ) }(b 一

a )
2 , + ’

.

a 镇x ( b

例 1 计算
目

理二 「
‘一

髻d x.
了 2『 J O

在 (2 )中分别令
n 一 1

,

2
,

得近似公式

卫
一氛

- l

了丽m

叨一 1

戈, , _ 工厂至立七」、
乙“

e “ 、 “m 了

f ~ 0

(3 )

}R
l

】簇
1

2 4 丫厄牙m
Z

l

丫厄牙m
书 f

, .

一 「f 2 1 + 1 }
2 ,

〕1 一 ‘f
塑

、2

夕 八 1 州卜 育下- 下 l l ee es 二

-
I 一 1 曰 e 艺 、 却

, ,
。

气任夕

芬二名 ( 乙住m
一
L \ 乙m j J J

1

一瓜�

念

}R
:

}簇
1

6 4 0 丫厄牙。“

按近似公式 ( 3 ) ( 4 )计算得表 1
.

表 1
共生 {

‘ 。一

乳
二 的近似值

了 2汀 “ “

m 1 2 3 4

近似公式 ( 3 ) 0
.

3 5 士 2 X 10 一 2 0
.

3 44 士 4 X 10 一 3 0
.

3 4 2 士 2 X 10 一3 0 3 4 2士 I X 10 一 3

近似公式 ( 4 ) 0
.

3 4 1 1 土 6 X 1 0 一弓 0
.

3 4 1 3 3士 4 又 1 0 一5 0
.

3 4 13 4 2 士 8 又 1 0 一 G 0
.

3 4 1 34 4 土 ZX 10 一 6

显然 ( 4 )优于 ( 3 )
.

当 f ( a ) 一 厂 (a ) 一 厂 (a) 一 。时
,

在定理 3 中分别令
n 二 2

,

3
,

4
,

有近似公式

户
_ _ _

,
.

b 一 a 、

l j ( x ) d x 亡 f } a 十 一万二丁 } (b 一 a )
,

J a

\ 7 3 ]
( 5 )

.
0

.

一 1
l逮{ 0 1 尧

,、

—一 4 !
1 一

{:了( x )d x ( 6 )

.
0

.

乡 1
}八“ l、 盯

1 一

卫f ( x ) d x

众): 二
‘f’‘二”‘“一

“ ’
‘ ;

二

f

}
· +

寰)
(“
一

,
,

击): 二
,f

“’(二” (
卜

“ ’
5 ;

一 f

(
· +

寰)
‘“二 · ,

,

( 7 )

. n .

一 1
l式‘ l簇 盯

1 一
6

5 李
-

歹
m a x

}f
‘5 , ( x ) }( b 一

a )
6 .

a提 x
《 b

例 2 计算 f
‘

一业一
J o

了1 十 x 4
( b > 0 )

.
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f ‘X , 一

万粉
牙

,

f ‘O , 一 广(的 一 厂 (O, 一 0

由矩形公式及 (5 )(6 )(7) 分别得近似公式

一厥
一一

七

一一
肠
.

|月

. 0 .

一 1
}式 , I、 丽

·

6 (b
6

十 b Z
)b

3

f
‘

一二二一
J o

了1 + x 几

b

一

咸
’

一1H(
d. 0 .

/ 1
l式 , l簇 石

一兰一)
3 了了 )

·

1 2 (2b
9

+ 7b 5

+ b )b
4 ;

卫了1 + x 礴

b

一

厂孺
’

. 0 .

/ i
}式 , !簇 盯

芡

/
,

5 )
1 1 一 产一丁井不 }

.

1 2 (1 0 b “ 十 8 1 b
o

+ 4吕b
,

十 1 )b
“ ;

\ 4 了 4 )

d x

二
b

~
一

燕
’

(8 )

(9 )

(1 0 )

(1 1 )

:
。

一 1 {
, 、 6 }

, _ , 。 _ , 1 ; . 。 _ _ , 1 , . , 。 n 八 , , . 。 , 八 二 : 、二 ‘

l式
通
l盏尧 二, 1 1

一 一万不二二 1
. 1 乙、O U口 一 州卜 廿J U 口一 月- I J 乙U 口

一

州卜 乙I U u 夕U
。

一 。I ( 5 7 5 1

按近似公式 (8 ) (9 ) (1 0 ) (1 1 )计算得表 2

表 :
{
‘ 一二当- d 二 的近似值

“ “

了1 十 才

一
. . . . . . . . . . . . . . .

b 0
.

1 0
,

3 0
.

5

近似公式 (8)

近似公式 (9 )

近似公式(10 )

近似公式(1 1 )

0
.

1 00 0 0 0土 3 X 1 0 一 6

0 0 9 9 9 9 9士 IX 10 一 6

0
.

0 9 9 9 9 9 2土 2 X 1 0 一 7

0
.

0 9 9 9 9 9士 7 X 1 0 一 10

0
.

2 9 9 9土 6 X 10 一 ‘

0
.

2 9 9 9土 3 X 10 一4

0
.

2 9 9 8 1士 7又 1 0 一 s

0
.

2 , 。7 6士 1 x 10 一 5

0 4 9 9 士 S X 1 0 一 3

0
.

4 9 8土 5 X 1 0 一 3

0
.

4 9 8 土 3 X 1 0 一 3

0
.

4 9 7土 2 X 1 0 一 3

当 b 较小时
,

显然 (9 ) (1 0 ) (1 1 )优于 (8 )
.
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