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H a milt on 一

连通图的一个充分条件

查起兆 吴正声

飞无锡轻工业学院 ) (南京师范大学 )

摘要 证明 了下列结论
,

设 G 是 k
一

连通的 , 阶无环图飞k ) 2
,

若对 G 中任意 k
一

独立

集
,

X 一 {x 。 ,
x l ,

… … x 卜
;

}
,

,

有

图
。

乏 IN ( X 一 x `
) l > ( k 一 1 ) n ,

贝
,

I G 为 H a m i l t o n 一

连通

关键词 H a m ilt o n 一

连通图
; k 一

连通图 ; k 一

独立集

0 己 ! 侣旨
, 护 J

二
二 .

本文涉及的图都是无环的 (但可能有重边的 )无向图
。

设七 是一个图
,

总用 V ( G )和 E ( G )分别表示图 G 的顶 点集和边集
,

设 x 任 V ( G )
,

其邻

点集 N x( ) 一 {V }V 任 V ( G )
,

V x 任 E ( G ) }
,

又设 X 镇 V ( G )
,

其邻点集 N (欠 ) 一 U N x( )
.

二任 X

1 9 5 6 年 P
.

F r a i s s e
推广 T R

.

J
.

F o v a r e e

等人的结论 〔, ’ ,

证明了下列定理
:

定理 A 2j[ 设 G 是
n
阶的 k 一

连通图
,

k ) 2
,

若对于 任意 k
一

独立集 S
,

有 }N (S l) >

k ( n 一 1 )

k + 1

则 G 是 H a m i H o n l 图
。

众所周知
,

图 G 称为 H a m iH
o n 一

连通图
,

如果对于任意 { x
,

刃 g V ( G )
,

总有 以 x
,
y 为端

点的 H a m i H o n 一

路

本文将类似于定理 A
,

得到下列定理
:

定 理 1 设 G 是
n
阶 k

一

连通 图
,

k ) 2 若对 于任 意 k( 一 1)
一

独立
一

集 S
,

有 IN (S )I >

( k 一 1 ) n

k

则 G 是 H a m i H o n `
连通图

。

根据 B o n d y 的图论整性原则仿照田丰最近的一种方法
,

证明比定理 1 强的下列定理
:

定理 2 设 G 是
n
阶 k一连通图

,

k ) 2 若对于任意 k
一

独立集 X = { x 。 ,
x l

… … x 卜
1

}
,

有
泛一 1

三}N (X \ 厦若川 > ( k一 1 ) n ,

则 G 是 H a m `H o n 一

连通图
。
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1 定理 2 的证明

在本文 中
,

总将路看作有方向的
,

x(
,

y )
一

路 Q 总认为其方向是从 x 到 y
,

设 z , , 2 2

是 Q

上的二个顶点
,

且按其方向
z ,

先于
z 。 ,

总用 lz Q
z :

表示从
z ,

沿着 Q 顺向到
2 2

的路 ;用 勺硬lz

表示从
z :

沿 Q 逆向到
2 1

的路
。

下面用反证法证明定理 2 成立
。

假设 G 满足定理 2 的条件
,

但不是 H a m iH
o n 一

连通图
,

则存在 { u ,

v} g V ( G )
,

不存在以
u , v

为端点的 H a m i H o n 一

路
,

设 尸 为 G 中最长的 (
: ` ,

v)
一

路
,

则 R 一 V ( G ) \ V (尸 )并必
,

取 x 。
任

R
,

因 G 是 k一连通的
。

由 材
e n

ge
r
定理

,

存在 以 x 。

为起点的 k 条路 Q
l ,

Q
: ,

… Q
。

连通到 V (尸 )
,

且这 壳条路除 x 。

外
,

其顶点两两不相交
,

不妨设 v ( P ) 门V ( Q
、

) = {a `

} ( i = 1
,

2
,

… k )
,

即 Q
,

为

( x 。 , 口`
)
一

路
,

并且
, a l , a Z

… a ,

以 尸 的方向依次排列着
,

对于 i 一 1
,

2
,

… k一 1
,

设 x `
为 尸 上

口`
的

后继顶点
,

令 X ~ {x 。 ,
x ,

…
,
x *一 1

}
,

且设 A ~ V ( G ) \ N ( X )
,

A 尸一 A n V (尸 )
,

A *
一 A n R ( ~ A \

v ( P’ ) )
,

B ~ { v
}

v 任 v ( G )
,

存在唯一的 i无 { o
,

1
,

…
,

k 一 1 }
,

使 v x 、
任 E ( G ) }

,

B 尸
= B 门V ( P )

,

B ;
一 B 自R ( 一 B V\ (尸 ) )

,

D 一 v ( G ) \( A U B )
,

也就是 A 为与 X 中任一顶点不相邻的所有顶

点所组成的集合
,

B 为恰与 X 中一个顶点相邻的所有顶点组成的集合
,

D 为至少与 X 中两

个顶点相邻的顶点所组成的集合
。

下面以一系列引理
,

来推得矛盾
,

从而证明定理的结论
。

毛一 1

引理 1 设 , 任 V ( Q ) \ { a ,

} (`一 `
,

“
,

… k一 ` )
,

则 y 告N ( x `
)

,

从而 x 。

在么N ( x f
)

·

证
:

用反证法
,

设 y 任 N x(
`
)

。

便有 比 尸 更长的 (。
, 二 )

一

路
。 尸。虱 y 二尸。 ,

矛盾
。

弓邃 2 X g A
.

从而
,

X 为 G 的 k
一

独立集
,

且 x 。
任 A .R

证
:

由引理 1
,
二。

去甘N ( x `
)

,

于是
,

只要证 明
,

对于任意 *
,

j 任 { :
,

2
,

… 是一 l }( * < , )
,

有 二`

i = 1

为 E (G )
.

用反证法
,

设 X
、

X
,
任 E ( G )

,

便有 比 p 更长的 u(
,

v)
一

路
, u 尸久及x o

oj aj 万若 x jP
v ,

矛盾
。

引理 3 设 { x ` ,
x 少}g X ( i < j )

,

则 N ( x 、
) 门N ( x s ) 自R = 中

·

从而
,

B *
= R \A

, = V ( G ) V\ ( P )协
*

.

证
:

用反证法
,

设 y 任N x(
`
) n N ( x , ) n R

.

分两种情形讨论
。

情形 1 当 i一 。 时
,

由引理 1
,
y 在 v ( Q

, )
,

便有 比 尸 更长的 u(
,

v)
一

路
u 尸 aj 瓦x oy x jP 。 矛

盾
。

情形 2 当 艺并 O 时
,

不妨设 i < j
,

由引理 l y 在 v ( Q
`
) U v ( Q

,

)
,

便有 比 尸 更长的 u(
,

v)
-

路
u 尸必及x0 0j aj 户x了 x j尸 v ,

矛盾
。

为了方便起见
,

设 w 任V (尸 )
,

用 w ( + ’

表示 w 沿着 尸 方向的后一个顶点
,

此时 w 护V ;用

w `一 ’
表示沿着 尸 方 向的前一个顶点

。

引理 4 设 x 、 ,
x ,任 X

一

x{
。

} i( < )j
,

则
:

( 1) 当 w 任 u( 尸 a `
)时 (表示路

u 尸 a `

上所有顶点所组成 的集合 )
,

不能同时有 w x 、 ,

w `+ ’
xj

任 E ( G ) ;

( 2 ) 当 w 任 V ( x 、 p a ,
)时

,

不能同时有 w `+ ’ x 、 ,

w x ,任 E ( G ) ;

( 3 ) 当 w 任 V (x , p V )时
,

不能同时有 w x ` ,

w `+ ’ x ,
任 E ( G )

。

证
:

(1 ) 当 w 一 a `

时
,

由引理 2二 `+ ’ x ,一云 x ,

在E ( G )结论成立
。
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当 w护 a`

时
,

用反证法
,

设 w x ` ,

二`+ ’ x , 任 E ( G )
,

便有 比 尸 更长的 u(
,

v)
一

路
u 尸w 云

尸口

几 x0 民久户二 `+ ’ x iP
v

.

矛盾
。

( 2) 当 二一 a ,

时 由引理 2
,

w `十 ’ x `
一 x声

;

去E ( G )结论成立
。

当 w 护 a ,
时

,

用 反 证 法
,

设 w ( +) x 、 ,

w x , 任 E ( G )
。

使 有 比 尸 更 长 的 (u
,

v)
一

路
“ 尸口汉 x 。

氏
a j户w `+ ’ x `

尸w x j尸 v
.

矛盾
。

( 3 ) 用 反 证 法
,

设 w x 、 ,

w +(
, x , 任 E ( G )

,

便 有 比 尸 更 长 的 ( u , v 》 路

u p a
厦

、 x o

Q
s a

沪 x `
w 户x , w `+ ’尸 v

.

矛盾
。

引理 5 设 x 、
任 X \ { x 。

}
,

w 任V (尸 ) \{ v}
,

则不能同时有 xo w
,

x `
w `十 ’ 任 E ( G )

.

证
:

当 w 一 a `

时
,

因 G 无环 x 仰
+̀ ’ 一云 x ,

在E (G )
,

结论显然成立
。

当 w 半 a 、

时
,

用反证法
,

设 x 。
二

,
x 仰

`+ ’ 任 E ( G )
,

便有 比 尸 更长的 u(
,

v)
一

路

, 一
才
“ p
吧

。
Q

` a `

歹
W`十 ’

若 p V

卜 P a `
Q

、 x o
w P x `

w
(+ ’ P v

( w 在 尸 上前于
a ` )

( w 在 尸 上后于 久 )
矛盾

。

设 A尸一 a{
, , a Z

…
,

am ) ( m 一 ! A
,

}
,

且
.

设
a , , a : ,

… a 。 ,

以 尸 的方向依次排列着
。

由引理 .2

X \{ x 。
}二 A

p
.

引理 6

( 1 ) 当 a l

铸 u ,

}D 门V ( uP
a l

) }《 k 一 i

( 2 ) ID 自V ( a `
p a `+ ,

) I簇 k 一 1 ( i = 1
,

2
,

…
,

m 一 1 )

( 3 ) 当 a , :

二 v
时

,

ID 门V ( a 。
p v ) I镇 k 一 1

.

证
:

( 1) 由引理 1
,

x ;
任 A

; ,

于是路
u 尸 a ,

必是路
“ 尸 x ;

的子路
,

又注意到 v u( 尸 a l
) \{ a l

}中

的每个顶点必与 X 中至少一个顶点相邻
。

因此由引理 4
,

5 不难看出
,

在路 U尸 a l

上除
a l

外

其余的顶点以如下次序排列着
。

N ( x卜
1 ,

N ( x 卜
2
)

,

… … N x(
1
)

,

N x(
。

)
。

其中可能有些是空

集
。

并且
,

相邻的两非空集间
,

至多有 = 个公共顶点
,

由此易见结论成立
。

( 2) 由引理 1
,

X \ { x 。
}二 A

; ,

于是
,

路 山 p山十 1

必为 路
“ 尸 x l 、

xl P x Z 、

八 P x 3 、

… … x 卜
2

P x *一 , 、
x , 一 ,

p v 之一的子路
。

又注意到
,

v a( 沪氏 + ,
) \ a{

、 ,

今 + ,

}中的每个顶点必与 X 中至少一

个顶点相邻
。

下面分三种情形讨论
。

情形 1 当 久 P久 + ,

是
“ 尸 x ,

的子路时
,

由引理 4
,

5
,

在路 山 p么 + 1

上除两端点外其余的顶

点以如下次序排列着
:

N ( x 卜
,

)
,

N x(
, 一 2

)
,

… … N x(
,
)

,

N x(
。
)

,

其中可能有些是空集
,

并且相

邻两非空集间
,

至多有一个公共顶点
,

由此
,

易见结论成立
。

情形 2 当 山 P必十
1

是 x 沪 x +j
1

的子路 由引理 5
,

6
,

在路
\

么 P久十 l

上除两端点外其余的顶点

以如下次序排列着
:

N ( x , )
、

N ( x ,一 , 、

N ( x ,一 2
)

、

… … N ( x ,
)

、

N ( x 卜
、

) N ( x 卜 : … … N ( x拼
;

) N

x(
。

)
,

其中可能有些是空集
、

并且相邻两非空集间
,

至多有一个公共顶点
,

由此
,

易见结论成

立
。

情形 3 当 今 P山 + 1

是 x h一 , 尸 v
的子路时

,

由引理 5
,

6 在路 必 P氏十
1

上除两端点外
,

其余的

顶点以如下次序排列着
:

N ( x * 一 1
)

,

N ( x *一 2
)

,

… … N x(
;
)

,

N x(
。

)
,

其中可能有些是空集
,

并且

相邻两非空集间
,

至多有一个公共顶点
,

由此
,

易见结论成立
。

( 3) 由引理 1
,

x h一 1
任 A

尸 ,

于是路 % 尸 v 必是路 x 卜
1尸 v

的子路
,

又注意到
,

v (% 尸v) \

{% }中的每个顶点必与 X 中至少一个顶 点相邻
,

由此
,

由引理 4
,

5
,

在路 甄尸
v 上除

a .

外
,

其

余的顶点以如下次序排列着
:

N ( x 卜
,
)

、

N x(
*一 : 、

… … N x(
;
)

、

N ( x 。
)

,

其中可能有些是空集
、

、

,l|
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并且相邻两非空集 间
,

至多有一个公共顶点
,

由此易见结论成立
。

引理 7 }B })
n 一 }A

*

}一 k }A
;

}一 k( 一 1)

证
:

注意到
,

D 门V ( uP
a l

)
、

D 门V ( a 1
P a Z

)
、

… … D 门V ( a 卜
Z
P a 卜

,
)

、

D 门V ( a *一 I P v )是两两

不相交的
,

由此
,

再由引理 “
,

有 i D
p

l一 }D n V ( p ) }一 i D n V ( uP
a l

) }+
,

亘}D n V ( a 、
p a ` + 1

一十 ID 门
v

(
a 。
门v ) ( ( m + 1 ) ( k一 1 ) 一 ( IA

尸

I+ 1 ) ( k一 1 ) = IA
尸

} ( k一 1 ) + (k 一 1 )

于 是
,

有 ! B
尸

}一 }V (尸 )I 一 }A 尸 }一 }D
尸

}) }v (尸 )I 一 }A 尸

}一 「}A 尸

} k( 一 1) + k( 一 1 )」一 }V

(尸 l) 一 }A
尸

!k 一 k( 一 1 )
。

再由引理 2 有

}B
。

}~ }V ( G )I 一 }V (尸 l) 一 IA
*

}- 一 }v (尸 ) I一 }A
*

}于是有

}B }= }B
,

{+ }B
二

})
n 一 }A 二

}一 k }A
尸

卜 ( k一 1 )

引理 8 艺 IN ( X \ { x `
} ) I镇 ( k一 1 ) n

证
:

注意到
,

在 k 个集合 N ( X \{ x 。
} )

、

N ( X \ {x ,

} )
、

… …
、

N ( X \{ x 卜
;

} )中
,

D 中的每个

顶点都 出现
,

而 B 中的每个顶点恰好出现于其 中 几一 l 个集合中
,

于是
,

有三}N ( X \{ 姜川
一 k }到 十 k( 一 1)I BI 一 k ( }D }十 }B }一 }B )I 辱然

,

}D }+ }B }一 }V ( G ) }一 }A !一 ” 一 }A
尸

}一

}A *

}
。

再由引理 7 有
’

牙}N (x \ {x `
}) }毛 * ( , 一 }A ,

}一 }A
*

! ) 一 〔。 一 }A
尸

}一 无 }A ;

}一 (、 -

1) 」一 (k 一 1 ) n 一 (k 一 1) ( }A 尸

I一 1) 由引理 2 x l
任 A

尸

便有 IA
尸

}) 1 又 k ) 2

( X \ { x `

} ) }簇 ( k一 1 ) n

k一 1

于是
,

有 艺 }N

引理 9 乏 IN ( X \ {x 。

} ) l> ( k一 1 ) n

证
:

由引理 2
,

X ~ x{
。 ,
二 , ,

… x k一 l

}是 G 的 k 一独立集
,

由定理的假设条件
,

便得结论
。

注意到
,

引理 8
,

9 的结论相互矛盾
,

使证明了定理 2
。

2 定理的最好说明

设图 H
,

有 k( ) 2) 个分支
,

每个分支是完全图 K
。

( q ) 1 )
,

即 H
l
一 k K

。 ;
而图 H

Z

是由 k

个顶点所组成的没有边的图
,

即 H
Z
二叉

。
.

并且 v ( H
、

) n v ( H
Z
) 一中

。

将 H
、

中的每个顶点与

H
:

中的每个顶点以边相连
,

如此所得的图设为 G
,

即 G一 H
l

十 H
Z
一 k K

,

+ K
*

·

易见
, n 一 Iv ( G ) }一 k ( q + 1 )

,

且 G 是 k
一

连通图
,

在 H
Z

中取二顶点
u , v ,

不难看出不存在

以 u , v ,

为端点的 H a m i l t o n
路

。

由此 G 不是 H a m i l t o n 一

连通图
。

在 H
l

的每个分支中各取得一个顶点
,

所组成的集合 X ~ 哎x 。 ,
x l ,

… x 卜
1

}是 G 的 k一独

立集
,

而 S = X \{ x 。
}是 G 的 k( 一 l) 一独立集

。

不难算得

}N ( S ) }= ( k 一 1 ) (口一 1 ) + k = ( k 一 1 ) ( g + 1 ) 一 ( k一 2 ) =
( k一 l ) n

k
一 (k 一 2 )

艺 }N ( X 一 ( x `
} ) }一 k〔( k 一 l ) (宁一 l ) + k j = ( k一 1 ) n 一 k ( k 一 2 )

由此可见当 k一 2 时
,

定理 1
,

2 的结论是最好的
。

而当 k > 2 时
,

定理 1
,

2 的结论可能接

近最好的
。
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