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一类重特征方程广义混合问题的研究

蔡 日增

(基础课部 )

摘要 讨论 了重特征方程 几
“ 一 ux

二

一 x狱
t

+ P“

一 。 的 广义混合问题
,

即在 曲线

t 一川习 土给 出初始 条件
。

文 中证明 了对一切 实数 P
,

广义混合问题 的解都是存在

唯一 的
。
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0 引 言

关于重特征方程
,

人们对它的认识还不是很深刻的
,

文献 [ 1」中
,

F
·

T r e ve S 研究了一个

简单的方程
:

L
p u = u x :

一 J Z u . ,

+ P u 。

= O

的始值问题
,

其中 p 为常 数
, t 一 。 为始值 的支柱

,

在上半平 面 t > 0 求解
。

对这个 问题
,

T r e v e s 发现了所谓 的离散现象
,

即当 P ~ 1
,

3
,

5
,

… 这些离散数值时
,

问题没有唯一性
,

但除

了这些离散的数值外
,

对任意的 p 值问题的解都是存在唯一
。

文献 [ 2〕讨论了 T er v
es 方程

C a uc h y 问题和 G a盯 sa
t 问题

,

发现在解的存在性中有离散现象
,

且离散值仍为 户 一 1
,

3
,

5
,

…
,

文献 [ 3 ]
,

[ 4」中证明了第一类及第二类混合问题中存在离散现象
。

我们的兴趣是研究

T er ve
s

方程的第三类边界条件
,

且始值的支柱为曲线 t 一 川 x ) 的混合问题
,

称之为广义混

合问题

x Z u : 。

+ P u :

侣 ( x )
,

叽 (了 )
,

= 0
,

二 ) 0
,

r ) 产 (二 )

二 ) 0

x 妻 O

t ) O

( 1 )

其中 P 为任意实数
, o > o

,

当 叭 (二 )
,

朴 (二 ) 及 产 (x ) 满足一定条件时
,

我们证明了定解问题解

的存在性和唯一性中并无离散现象
。

由此可 见
,

离散现象不仅和方程有关而且与问题的提法

有关
。

收稿 日期
: 1 9 9 4 0 5

一

1 2
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本文的主要结果
:

定理 设 叭 (x )
,

只 x( )
,

川 x) 任 C co ( R
:

)
,

且 x 一 。是它们的无穷阶零点
, 。 > 0

,

。镇 产 x( )

镇冬x2
,

}产
,

(二 ) } < !二 }
,

则对任意实数 ,
,

定解问题 ( 1 ) 存在唯一解
。 ( 二

,
, ) 。 c 一 (。 )

,

其中 。
~ 2 一 ” ` 、

一 ’ 、 ’ 一 ”
2刊

/

, `
山

`

山
`

了、

~
厂

’

~
’

盯
’ , ’

~
、 `

”
J

比 阵 ’

盯 一 “ 一
’ 一 ’ 、 一 、

一
产 ’

~
’
一

= { ( x
,

t ) 任 R Z

Ix ) 0
,

t ) 产 ( x ) }
.

1 基本引理

本节假定定理的条件成立
。

仿照文献 [ l j
,

本文采用记号

X 一 又 一 士厌
,

Y ~ 又 一 了汉

于是算子 L 。

可以写成 L 。
一 Y X + ( b 一 1减 或 L 。

一 X Y + (P + 1城

并易得关 系式 无 L
,

一 Y 。 一 Z
X

,

几 y 一 Y L p 一 2

又记

抓x ) = ( 帆 ( x )
,

典 ( x ) )

( A p少) ( x ) = ( X u ,

( X u )
:

)
t一 , ( : )

一
}尹

l
(二 ) + (二 一 ,

,

(二 ) ) * (二 )
,

丁毕
不 ( 二 一 ,

,

)衬
2
十 (户一 。 11

) 、 一 、
/ l

、 汪 川片 产

由直接验证可得下列引理
。

引理 1 若 P 半 1
,

3
,

函数 u( 二
,

l) 是问题

L 。 一 ; u 一 0
,

x ) O
,

t ) 产 (二 )

: ,
(二

,

产 (二 ) ) 一 必
!
( 二 ) 三 ( R p 一 2甲)

l
( x )

u ,

(二
,

刀 (二 ) ) = 沪
:

(二 ) 三 ( R p 一 2

叻
2

( x )

_

P 一 3
, 八

, 、

22
、

( O
,

t ) 一 a

一
u ( O

, t ) = O
p 一 1

( 2 )

`

|
|K
.

|

的解
,

则 v( 二
,

)t 一 丫 u( 二
,

)t 是问题 ( l) 的解
,

其中

必
,
( x ) 一

( P 一 1 ) ( P 一 3 ) {
。

(了 一 ` ) ` ( , 一 ` ,`户 一 ` 一 。 , ,

(` , ,。 (` ,

+ 2「( 3 一 P )刀
,

(子) + ( 4 一 户 + 刀
“

(宁) )」尹
1

漪 ) + 2令防 未 刀
,

(子) )厂
,

(子)

十 压(9 一 P )影 一 4宁川 (匀尸
,

(刹 + ( P 立 5 )矿
纽

(匀 」帆 (匀

+ 2子(宁 一 尸
’ 艺

必 ) )衬
2

防 ) }d 宁二 (筑
2

卯 (
`

门

沪
2

(二 ) - 而二而万二 丽
匕 ( 1 一 p )州

` ) + 2
`

砰
’ 1

(对 + 2
、

不
( ` 一 “ ’

仕 ” 叭 仁
、

明
( R 。一 : 沪)

:
( 了 )

引理 2 若 P 护 l
,

3
,

5
,

7
,

函数
, `

(二
,

r ) 是问题

L 。 , u
= O

,

二 ) O
,

t ) 产 ( 二 )

“ ( 了
,

产 (了 )) 一 ( R
0 2

必
l
(了 )

u .

( x
,

产 (
`

-l
) ) = ( R

p 月沪)
:

(
`

r
)

_
( p 一 3 ) ( p 一 7 )

, 八 八
21 二 ( O

,
t ) 一 J

一
z , ( O

,

t ) = O
仁P 一 1八 P 一 云 )

( 3 )

`

!||I
v

l
l̀

|
、

的解
,

则 W (二
,

)t ~ 岁 l(t x
,

)t 是问题 ( 1) 的解
。

引理 3 若 P 不 1
,

3
,

函数 W ( 一 x
,

)t 是问题
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乌
一 ;

W ( 一 x
,

)t 一 O
,
x ) O

,

t ) 产 (二 )

W (一 x
,

产 ( x ) ) 一 必
3
( 一 x )

W
:

( 一 x
,

产 ( x ) ) 一 沪
;
( 一 x ) ( 4 )

、
:

( 。
,

, ) + 。

尊二寻w (。
,

, ) 一 。

P 一 i

的解
,

则 u( x
,

t) 一 r w ( 一 x
,

t) 是问题 ( l) 的解
,

其中必
3
( 一 x) 一 沪

;

x( )
,

沪
4

(一 x) ~ 必
2

x( )
.

引理 4 若 P 护 一 1
,

一 3
,

函数 u( x
,

t) 是问题

{
L p+ ; u = 0

,
x ) 0

,
t ) 产 ( x )

u ( x
,

产 ( x ) ) = 0
, u :

( x
,
产 ( x ) ) = O

( 5 )
u :

( 。
,

, ) 一 。

牟本李
“ ( 。

,
, ) 一 。

P 一 1

的解
,

则 v ( x
,

r ) = X
Z u ( x

,
t )

…
是问题

L p v 一 0
,

x ) 0
,

t ) 产 ( x )

v ( x
,

产 ( x ) ) = 0
, v :

( x
,

产 ( x ) ) = 0

v 二

( O
,

r ) 一 口 v ( 0
,

r ) = 0

( 6 )

的解
。

2 定理的证明

第一部分
,

证明问题 ( l) 解的存在性
。

按 p < o 和 p ) o 两种情形讨论之
。

首先讨论 P < O 的情形
。

对于任给的
￡ > o

,

设
u 。

(二
,

)t 是下述严格双曲方程广义混合问题

!
五

p t “ `

币
`

分:
一 (
乏

’

士
` ’
梦
一

+.
”
犷!

:

一 0
,

声) 0
,

了 ) · `· )

{
“ 〔 欠了

’

产 气̀ ” 一 叭 叹̀ ” “ “
L` ’ “ 又̀ ” 一 姚 欠̀ ’

七z￡, ,

( 0
,

t ) 一 a u
,

( 0
,

l ) = 0

( 7 )

的解
。

又设 二
)

> 。 是初始曲线上任一点的横坐标
,

过点 ( ..T
) ,

川 x 。
)) 作曲线 厂 :

十 + 产 (二
。

乙

+
厂一2

一一一

它和 t 轴的交点为 (0
,

rI’ )
.

尸与 t 轴及初值支柱
, 一 产 (二 ) 所围成的区域为 D

,

过点 ( 二
。 ,

产 (二
。 ”

作特征线 l , :

d I

一「一
- 一 了 了

“

十 C

a J

t (一
。

) 一 产 (二
)

)

1
.

|之|

记特征线 Z , ,

直线
了 ~ T

,

t 轴与初值支柱 t 一 川二 ) 所围成的区域为 )I
。 ,

显然
,

D
,

D .D

对任意 乙
、

〔 [。
,

T ]
,

作直线 t 一 t
。

与 D
。

的边界 l 、 相交交点的横坐标为 二 :
.

由所设条件

知 xl ,

> x ,
·

记 几
〕

一 { (二
,

川
t 毛 乙 }n .)I

利用能量积分法
,

可得估计式
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dtX

`

d
U

ù

日
司n0t

合{;
’

仁
· “ + (X

Z
+ ￡ )· : 〕dX +

号
· : (。

,
! 。 ) 一 ,

镇
告户

、
1 2

+ x(z + 一
, ,2 ) , : d二

( 8 )

由估计式 ( 8) 知
,

成立不等式

}}
u .

}}
。 . ( n )

( C
l

其中 C
,

是与
。 无关的常数

。

我们只要注意到
“ .

( x
,
t ) 对 t 的各阶微商满足同一方程和类似的初始数据及边界条件

,

又由于 x 一 。为叭 ( x )
,

典 ( x ) 及 产 ( x ) 的无穷阶零点
,

所以这些数据的绝对值均有与
。 无关的

上界
,

因而对任意的正整数 m
,

类似地成立不等式

}}
u
川

。 一、 n )

簇 C
m

其中 C
m

是与
￡无关的常数

。

由上述可知
,

存在 { u .

( x
,
t ) } 的收敛子序列 {

u 。」

( x
,
` ) }

,

其极限函数 u ( x
,

, ) 任 C一 ( D ) 是

问题 ( l) 在区域 D 上的解
。

再 由 x 。

的任意性
,

知 u( x
,

t ) 即为所求的解
。

并 由估计式 (8 ) 知
,

问题 ( l) 的解是唯一的
。

其次讨论 P ) O的情形
。

“ , < `
,

,
到

,

3
,

绍 >0
时

,

由以上讨论知
,

问题 ( 2 , 存在 C一 解
,

于是由引理 , 知

问题 (1 ) 存在 C` 解
,

即当 p < 1或 3 < p < 4 时
,

问题 (1 ) 存在 C 一 解
,

反复利用引理 1 和引

理 2
,

即得
,

当 p 半 1
,

3
,

5
,

…
,

2k + 1
,

… 及 p < 1
,

3 < p < 5
,

…
,

k4 + 3 < P < 4 k( + 1)

+ 1
,

… 时
,

问题 (l ) 存在 C ”
解

。

现研究当 1 < P < 3 时
,

问题 (l ) 的 C 一 解的存在性
。

易见
,

此时问题 (4 ) 存在 C ’
解

,

这是因为对 W (一 x
,

t) 而言
,

实际上问题 ( 4) 是问题 ( l)

所考虑区域关于 t 轴在 (x
,

l) 平面上第二象限的对称区域上的广义混合问题
。

因此
,

问题 ( 4)

符合通常具有第三类边界条件的混合 问题的提法
。

完全类似于问题 ( 1 )
,

在 p < o 时解 的存

在性的证明
,

推知问题 (4 ) 存在 C `
解

。

所以
,

由引理 3
,

当 1 < p < 3时
,

问题 ( l) 存在 C 一 解
,

反复利用引理 3
,

可以得 5 < P < 7
,

9 < P < 1 1
,

…
,

4k + 1 < P < 4k + 3
,

… 时
,

问题存在

C由 解
。

现证明当 P 一 1
,

3
,

5
,

… 时
,

问题 l( ) 存在 C 一 解
。

首先讨论 P 一 1 的情形
,

即考虑定解问题
:

分一厂
`

卜士
“ !

=.
“

,

厂贡
。

,

`
_

贡少
’

{
“ 、

分
“

!
` ”

:/ 乡
欠

子
”
性

、 x
’ “ 又x ” 一 升 、 J ’

L况 x 气U , 艺少一 a “ 气U , 不少 = U

因为

令 v 一 X “ ,

则成立下列关系

{ Y 刃 -

L 1 22
= Y X z`

= ( R l沪)
,
(二 ) 三 f (二 )

( 9 )

( 1 0 )
}:
少

( x
,

产 (了 ) ) = ( X

积分 ( 1 0) 中的方程
,

得通解为

t ~ 严 ( x )



2 5 4无 锡 轻 工 大 学 学 报 第 14卷第 3期

v ( x
,
t ) = 必 ( Z r + x Z

)

因为

v (二
,
产 ( x ) ) 一 中 ( 2产 ( x ) + x ,

) 三 f ( x )

故 中 可由 f 唯一确定为 中
’ .

这样 u( x
,

l) 应满足

}介
戈“ 气

.

石

一 。
·

( 2 , + 二 2
)

,
二 ) 。

,

产 蕊 , ( 会
x Z

` ( 1 1 )
,

产 ( x ” ~ 叭 ( x )

及

,
’

( 21 十 X”
,
二 ) 。

,
, 、
誓 ( 1 2 )

,
t ) 一 J u ( 0

,
t ) = 0

二0,.
“

廿了、X价

子

l|少、 |L

解之
,

得

。 `X 。 `X
,
才 , , +

丁:
。 (二

. , ) ,
·

( 2 (才 :
2
) 一 二 2

) d。
,
二 ) 。

, 。 (二 ) 镇 , 镇荟
乙

( 1 3 )
1 ~

。

— 岁
-

( 2犷一 二 2
) +

f
’

。
·

( : ( , + 。2
) 一 二 2

) d : 二 ) 。
,

, ) 军
J O 乙

/

l
丈

l
一一

、 `产
小乙

X
了̀、

“

这 里 x 。
(二

,

)t 为方程 产 (二
。

) -

出的
u ( x

,

)t 是问题 ( 1) 的 C 一

告
了:

解
。

一
髻
十 , 的解

。

在定理所设条件下
,

易于验证 ( 1 3 ) 式所给
乙

进而讨论 P 一 3 的情形
。

即考虑定解问题
:

!勿
一

夕
’ 、

于刹:
`

户沙
’

,

)
“ 戈J

’
产 戈J 少夕 = ” 、 了 夕

, “ , 、 了
,
产 、 x 少少 = 升 、 x 夕

、 u :

( 0
,

t ) 一 ` u ( 0
, t ) = 0

( 1 4 )

由 L 3u 一 O
,

推知

X 岛 u 一 石 X “ 一 Y X
Z“ ~ O

令 v 一 X
Z Ì ,

则成立下列关系

}
y

了
L刀 气J

O
,

二 ) O
, t ) 产 ( x )

,

产 (二 ) ) = ( X
Z: ,

) I
t _ , ( : ,

= ( A 】 A 3沪) (二 ) 三 f
,
( x )

( 1 5 )

积分 ( 1 5 )的方程
,

得通解为

: ,

(了
, t ) = 中 1

( Zr + 了 2
)

因为

二 、二 ,

尸 ( 二 )) 一 中 ,
( 2产 (二 ) + 二 2

) 二 f
,
(二 )

故 中 可由 f
,

唯一确定为 小 , ’ .

再令 u 、
~ X “ ,

则成立关 系式

、 : ` ,
一 。 、

·

( 2 , + : :
)

, 二 ) 。
, 。 ( 二 ) 蕊 , 镇 杏

二 2

乙

u l
(二

,

产 (及
,

) ) 一 ( X
: ,

) }
一 , 、 。

= ( A 3甲)
,
(二 )

( 1 6 、

rl
.

J

I

及

`为
了 1
一 ’ 】

’

( 2` + 厂 ’
, ·r 李 0

, 了妻专
< ( 1 7 )

“ 1· ( 。
·

` ) + 言
u l ,

( O
,

` ) 一 O
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解定解问题 ( 1 6) 和 ( 1 7 )
,

得解的表达式

( A 3 * ,
1
(士

。 ` X
,
! , , +

{:
。 (」

. , ) , 厂( 2 (了 + ` 2
,

一
, d` 一 f

Z
( X ,

,

二 、 。
,

, (犷 ) 、 , 、
若 ( 18 )

2

( : ( , + ;
2
) 一 二 2

) d : 一 粤{
`一

专。 : ( Z r ) d r 二 、 3
(二

,
, )

,
二 ) 。

,

, ) 髻
乙 J O 乙

必
llJ

l
J

|之
、 l|

|
es

一一
、

、
2

户̀
X

了、
U

于是
,

u( 二
,

)t 就可由下列定解问题
:

}!.u
气“ 气沈

一 了
2
( 二

,
, )

,

二 妻 。
,

, ( x ) 簇 , 镇 荟
乙

,

尸 ( x ) ) 一 叭 (了 )

( 1 9 )

f
3
( 二

, , )
,

J 、 。
,

, 、
誓 ( 2 0 )

,
t ) 一 J u ( O

, r ) = O0

U了̀、X叭

`

|
.

2、 |||
、

决定
。

由于定解问题 ( 1 9)
,

( 2 0) 与定解问题 ( 1 1 )
,

( 1 2) 完全类似
,

从而可以定出 u( x
,

)t
.

在

叭 ( x )
,

叽 ( x )
,
产 ( x ) 所设条件下

,

上面所求出的 u( x
,

)t 确实为问题 ( 1) 的 C `
解

,

且由求解过

程
,

知问题 ( 14) 的解是唯一的
。

至此
,

我们证明了问题 ( 1 )
,

当 P 一 1
,

3 时 C 一 解的存在性和唯一性
。

由于定解问题
:

}勺
一

夕
, 、

于钾
, ,
`

乡沙
’

, 、 、

}
/ 八

, 、 a / 八
, 、 八

{
u · 、 U ’ ` ’ 一 百

u 、 U , ` ’ 一
U

( 2 1 )

存在 C `
解

,

其中 沪
,
(二 )

,

沪
2

(二 ) 同定解问题 ( 2)
.

而当 P 一 5 时
,

定解问题 ( 2 ) 即为定解问题

( 2 1 )
,

故 由引理 1 知
,

问题 (l ) 在 p ~ 5 时
,

存在 C 一 解
。

如上反复利用引理 1 知
,

当 p 一 k2 + 1 k( 一 。
,

1
,

2
,

… ) 时问题 ( 1) 存在 C 一解
。

综上所述
,

对一切实数 P
,

定解问题 ( 1) 存在 C 一 解
。

第二部分
,

证明定解问题 ( 1) 解的唯一性
。

当 P < 。 及 P 一 1
,

3时
,

定解问题 ( 1) 解的唯一性
,

前面 已证过
。

对其它的 P 值只要反复

利用引理 4
,

即得定解问题 ( l) 解是唯一的
,

这样对一切实数 P
,

定解问题 ( 1) 解的唯一性得

证
。

定理证毕
。



2 5 6 无 锡 轻 工 大 学 学 报 第 14 卷第 3期

参 考 文 献

T r e v e s F
.

D一 s e r e t e P h e n o n l e n o n 一 n U n一 q e n e s s in t h e C a u e h y P r o b lem
,

P r o e
,

A n 飞r e
.

M a t h
.

5 0 5
.

18 74
,

4 6
:

2 2 9~ 23 3

王光寅等
.

始值问题的存在性中的离散现象
.

中国科学
,

1 9 78
,

8
: 7 52 ~ 7 58

王传芳
.

一个重特征方程混合问题的离散现象
.

科学通报
,

1 981
,

2
: 1 27

成风肠
,

蔡日增
.

广义混合问题中的离散现象
.

无锡轻工业学院学报
,

1 9 83
,

( 3)

A S t u d y A b o u t G e n e r a l i z e d M i x e d P r o b l e m i n

t h e M u l t i
一

C h a r a e t e r i s t i e E q u a t i o n

C a i R iz e n g

( eD P t
.

o f G
e n e r a

l E d
u e a t i o n

)

A b s t r a e t T h e g e n e r a l i z e d m i x e d p r o b l e m i n t h e m u l t i
一 e h a r a e t e r i s t i e e q u a t io n u : :

一 x Z u t ,

+

P u 。

一 0 15 d i s e u s s e d w i t h t h e i n i r ia l
v a l u e e o n d i t i o n g i v e n b a s e d o n t h e C u r v e t = 产 ( x )

.
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t h e g e n e r a l i z e d m i x e d p r o b l e m h a s u n i q u e s o lu -

t 10 n
。
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