
第 1 5 卷

第 3 期

无 锡 轻 工 大 学 学 报
JO U RN A L O F W U X I U N IV ER S IT Y O F L IG H T IN DU S T R Y

V o l
.

1 5

1 9 9 6 N o
.

3

代数自然数论
孙松茂

(江苏省太仓市立新布厂
,

太仓
,

21 540 0)

摘要 证 明 了 Q ( 0) 中任一 代数整数可表示为 S (的 中两数之差
,

Q (如 中任一代数

数可 表示为 S (的 中两数之商
。
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1 代数数域中的主整数及代数自然数
设 Q (0 ) 是 n

次代数数域
,

记 夕一 夕
: ,

并以 夕
2 ,

8
。 ,

…
,

0n 表示 0所适合的
n

次整系数既约多

项式的其它
, ,
一 l 个根

。

已知 Q ( 0) 中的任一数
a 可表示 为 a ~ a( 0) ~ a 。 :

少
一 ’

+
a 。 2少

一 2
+

… 十 。 、 , a ,

e Q (j 一 O
,

1
,

…
, n 一 1)

.

定义 a

一
a ( 0

,

)( i 一 2
,

3
,

…
, 。

) 为 a 一
a ,

的共扼数
,

乘

积 a , a Z

… a 。

= N ( a ) 称为
a
的范数

。

若 N ( a ) = 士 l
,

则称 a 为单位数川
。

因 a 归
.

) + 月(民 ) 及

a
以 )口( i0 ) ( i = 2

,

3
,

…
, , , ) 是

a ( 8 ) + 月( 8 ) 及 a ( 8甲 ( 0 ) 的共扼数
,

有 ( a + 月)一
a ;

+ 凤及 ( a 月)
i

一 代层

定义 1
.

1 设 a 是 Q ( 0) 中的代数数
。

如果 }al ) }a
。
} (l 一 2

,

3
,

…
,

时
,

则称 a 是 Q ( 0) 中

的主代数数
,

特别当
a 是代数整数时

,

称 a 是 Q (0 ) 中的主代数整数
,

简称主整数
,

它们的全体

称为 Q (0 ) 中的主整数集
,

记作 S (6 )
.

若 Q ( 6) 是实域
,

Q (0 ) 中的非负主整数称为代数 自然

数
,

它们的全体称为 Q (的 中的代数 自然数集
,

记作 M (的
.

显然
.

每个有理整数都是主整数
。

定义 1
.

2 设 a 是 Q (的 中不等于零的代数数
,

称 n 一 1 元实数组 ( nI }a a/
2

}
,

ln }a a/
3

}
,

…
,

nI }a加
。

} ) 为 a 的共扼对数向量
。

由于 ( a夕)一
ia 月

. ,

因此 a夕的共扼对数向量的各分量应是
口 ,

夕的共扼对数向量相应分量

之和
。

据定义 1
.

1
,

主代数数的共扼对数 向量的每个分量都不小于零
,

反过来说
,

共扼对数 向

量的每个分量都不小于零 的代数数必是主代数数
。

若代数数
a
的共扼对数向量的每个分量

都等于零
,

则称此代数数为平凡代数数
。

显然有理整数都是平凡的主整数
。

定理 1
.

1 设 r 是任一正实数
,

则
n
次代数数域 Q ( 0) 中绝对值不大于

厂
的主整数的个

数是有限的
。

证 ( 略 )
。

由定理 1
.

1 可知
,

S (0 ) 在复平面或实数轴上无聚点
,

即它是离散集
。
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规定复数间的顺序法则
:

绝对值不相等的两复数
,

以绝对值小者在前
;
绝对值相等的两

复数
,

以实部大者在前
;
绝对值相等

、

实部也相等的两复数
,

以虚部系数大者在前
。

按此法则
,

S (的 或 M (的 中的全部数都可排成以 O
,

l
,

… 开始的有序数列
,

分 别称 为

Q (0 ) 中的主整数列或代数 自然数列
,

仍用 S (的 或 M (0 ) 来表示
。

定义 1
.

3 设 S ( 0) 是 n
次代数数域 Q ( 0) 中的主整数列

,

S (的 中列于最前的
n
次的数

称为 Q (的 的中心数
,

中心数所适合的
n

次整系数既约多项式称为 Q (6 ) 的中心定义多项式
。

在 Q (的 的每个代数数的共扼对数 向量中
,

若有某个分量总等于零
,

即有数 j (j 为 2
,

3
,

…
, n

中的一个 )
,

对于 Q (0 ) 中的任一数
a , ,

}a
,

}一 }a
J

}总能成立
,

容易证明
, a ,

与
a J

是一对共

扼复数
,

因而 夕
,

与 口
,

也是一对共扼复数
。

夕
2 ,

0
3 ,

…
,

8
。

中至多只有一个是 夕
:

的共扼复数
,

因此

Q (的 中代数数的共扼对数向量中至多只有一个分量总等于零
,

若某代数数域 Q ( 0) 中的代

数 数都是平凡代数数
,

则它们的共扼对数向量只有一个恒等于零的分量
,

即 Q ( 0) 的次数为

2
.

事实上
,

所含代数数都是平凡代数数的平凡代数数域
,

只有有理数域 Q 及 Q ( 沪二丽 )
, , ,

一 1
,

2
,

3
,

5
,

6
,

..7
二 它们的代数整数集即是主整数集

,

由此即得
:

定理 1
.

2 平凡代数数域 Q (的 中的主整数集 S (的 是一个环
。

2 主整数集中的素数

定理 2
.

1 5 (口) 关于乘法封闭
。

即若
a ,

月任 S 叨 )
,

则 a月任 S 叨 )
.

证 (略 )
。

S (0 ) 既然对于乘法组成一个半群
,

当然可以考虑 S (的 中的整除性问题
。

但 S (的 中往往

含有非 l 的单位数
,

便会有一些特殊的情况
。

若 S ( 0) 中最 前 的 非 士 1单位 数 为 。 , ,

且 S ( 0) 中 的 每个 单 位 数 都可 表 示 为 士衅
,

( m
,
~ O

,

1
,

2
,

… )
,

则称 S (的 中有一个基元单位数 。 L
.

若除此之外
,

S ( 0) 中另有不能如此表

示的 单 位 数
,

记 其 中 在 S ( 夕 ) 中 最 前 的 一个 为 。 : ,

且 S ( 6 ) 中 的 单 位 数 都可 表 示 为

士 田笋田拳 (,) , , ,

m Z
一 0, 士 1

,

士 2
,

… )
,

则称 S ( 0) 中有两个基元单位数 。 , ,

叭
.

一般若 S ( 0) 中

的单位数都可表示为 士 。钓。笋… 衅
“
( m一 。

,

士 1
,

士
’

2
,

…
,

i 一 1
,

2
,

…
,

h )
,

则称 S (的 中有

k 个基元单位数 。 , , 。 2 ,

…
,

叭
.

这时整数 m , ,

m
: ,

…
,

m k 应满足这样的条件
,

即如果 。 ,

i( 一 1
,

2
,

…
,

` ) 的共扼对数向量为 (氨
2 ,

氨
3 ,

…
,

氛
,

)
,

则右
,

一 艺m点
」

) 。 (j 一 2
,

3
,

…
,

;l) 不等式成

立
。

除规定 S (0 ) 中的基元单位数为素数之外
,

还有如下定义
。

定义 2
.

1 对于 S (0 ) 中的非单位数 a ,

若 S (的 中有不都是单位数的数夕
,

y
,

使得 a 一 月艺

或 S (的 中有非 士 1 单位数 。 及都不是单位数的数 月
,

y
,

使得
a ~ 夕y 。 一 ’ ,

则称
a
在 S ( 0) 中

可分解
,

否则称
a 为 S (0 ) 中的素数

。

如果 S (的 中的数
a
除以某个单位数 。 所得商不是主整数

,

但 ` 。 一 `

.c(
,

t ~ 1
,

2
,

… ) 却是

主整数
,

那么当 S ~ 二 时
,

使 ` 。 一 `

成为主整数的 t s/ 的上限称为
a
中单位数 。 的含量

,

这 一

数值很容易从
a 及 。 的共扼对数向量算出

。

3 5 ( 0 ) 在 Q 留 ) 中的地位

定理 3
.

I Q ( 0) 中的任一代数整数
a
都可表示为 S (的 中两数之差

。
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证明 若 Q (的 是平凡代数数域
,

由定理 1
.

2
,

本定理成立
,

否则先约定
,

若 a
J

是 0的共扼

复数
,

因 为 {
a
! 一 } a J

}总 能 成 立
,

因 此 在证 明 中 可将 aj 暂 且 不 计
。

若
a
是 主 整 数

,

则

a 一 a 一 。
,

本定理成立
;
若不记 f 一 m ax ( }al + }

a ,

}
.

9 一 m in ( }川 一 }月
,

} )
,

根据上述
j ~ 2

,

3
。

…
. 月 , 一 2

,
3

。 ” 二 ”

约定
,

Q ( 0) 中总有一个主整数 夕
,

使得 g > 0
.

因此总有一个正整数 m
,

使得 m g 一 f > O
,

这

时 y 一 m 月+ a 是 Q ( 0) 中的代数整数
,

且 !川 一 } y
、

} 一 }m 月+ al 一 } , 月
.

+ a ;

}异 m !州 一

}川 一 m 阴
,

} 一 }
a ,

} 一 m ( }声} 一 陌
.

} ) 一 ( }川 + }
a i

} ) ) m g 一 f > o
,

(l’ 一 2
,

3
,

…
, n )

.

因

此 y 是 Q (0 ) 中的主整数
, a
是 S ( 0) 中两数之差

,

即
a ~ y 一 m尽

定义 3
.

1 设 a 是 Q (的 中的代数整数
, a 一 月一 y

,

夕
,

y 〔 S (自
,

在 a
的所有这样的表达

式中
,

数列 S ( 6) 中位置最前的 y 一 y 。

称为
a
的最小减数

, a 一 月
。
一 y 。

称为
a
的最简差式

。

定理 3
.

Z Q ( 0) 中的任一代数数都可表示为 S (0 ) 中两数之商
。

证明 已知 Q (的 中的代数数
a 总可表示为

a ~ r/ t
, r 是 Q ( 0) 中的代数整数

,
t 是一个

正有理整数
。

若 Q (的 是平凡代数数域
, : 必是主整数

,

定理成立
。

否则约定当民是 夕的共扼复

数时
,

证明中将
a ,

暂且不计
。

若
r
是主整数

,

定理成立
。

否则 f 一 m in ln }叮 r :

l 是负数
,

记 g
i一 2

.

3
. ”

·
, n

一 m in 比 }脚凤 }
.

根据上述约定
,

S ( 0) 中总有主整数 月
,

使得 g > 0
.

因此总有正整数 m
,

口一 2
.

3
,

·

一
,万

使得 m g + f > 0
.

这时 y ~ 户
r

是 Q (的 中的代数整数
,

且它的共扼对数向量的每个分量

ln }y/ 7
,

1一 m ln l月/月
;

} + ln } r/ .lr ) m g + f > O (l’ 一 2
,

3
,

…
,

n)
.

因此 y 是

S ( 8 ) 中的数
, r 是两主整数之商

,

即 r = y /户
,

从而 a = y / ( t月
’ `

)
,

即 a 是 S ( 8 ) 中两数之商
。

定 义 3
.

2 设 a 是 Q (0 ) 中的代数数
, a 一 月/ y

,

口
,

y 任 S (0 )
,

在 a 的所有这样的表达式中
,

在数列 S ( 6) 中位置最前的 y ~ y 。

称为
a 的最小分母

, a ~ 月
。

/ y
。

称为
a
的既约分式

。

4 代数自然数集的性质
前 已证明

,

当 Q (0 ) 是平凡代数数域时
,

它的主整数集 S (的 关于加法封闭
,

非平凡的主

整数集 S (0 ) 中两数相加便有可能得到非主整数
。

但当 Q ( 6) 是实域时
,

代数 自然数集 M (6 )

是
.

5 (0 ) 的对加法封闭的子集
。

定理 4
.

I M ( 8 ) 关于加法封闭
,

即若
a ,

夕任 M 叨 )
,

则 a + 夕任 M叨 )
.

证 (略 )
。

M (的 对乘法也封闭
,

定理 3
.

1
,

3
.

2 对 M (的 适用
,

只是用 M ( 6) 中两数之商表示代数数

时
,

至多差一个正负号
。

M ( 0) 中的素数可按定义 2
.

1来规定
。

另外
,

M (的 中的数对加法也有

素数
。

定义 4
.

1 对 材 (0 ) 中的数
a ,

若 M ( 0) 中有不等于零的数 夕
,

y
,

使得
a 一 月+ y

,

则称
a

在 M (的 中可分裂
,

否则称
a 为 M (0 ) 中的加法素数

。

已知 自然数列中仅有一个加法素数 1
,

二次代数自然数集 M ( 了不 ) ( m 一 2
,

3
,

… ) 中
,

当 m 三 2
,

3 ( m o d 4 ) 时
,

有 2 个加法素数 l
,

丫下万; 当 ;n 三 l ( m o d 4 ) 时
,

有 3 个加法素数 1
,

( 了万牙+ 1 ) 2/
,

石万
.

其他的代数自然数集多数有无数个加法素数
。

定理 4
.

2 设 夕是 n 次整系数既约多项式

了 + a 。 l工
” ’

+ … + 比
、

一 0 (1 )

的根
,

记

少 一 g
m 。 ,

少
’
+ g

m
. 。 一

2
少

一 ’
+ … 十 g

m
.

l
夕 + g

m
.

。
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若极限h m
势

一 h , ( , 一 1
,

2
,

…
, 。 一 1 ) 存在

,

则 hj 一
阴 ~ 贫 g m

.

0

1
,

~
_ ` .

~ _ ` _ ,

瓦气叭
’

十 “ n 一 l巩
’ `

十
’

~

、
,
户、 .声几OA

且
子

`
、
了、

+ a J十 1
夕)

.

8
:

是 ( 1 ) 的实根
,

且有 }8
,

! > }民 } ( i ~ 2
,

3
,

…
, n )

.

证明 由式 (1 )

俨 = 夕
·

少
一 ’
一 火gm

一
:

. n 一 ,
少

’
+ gm 一

。 一 2
少

一 2
十 … + g

m 一 1
,
。
)

= ( g
m 一 l

, 。 一 :
一 a n 一 l

g
m 一 :

, n 一 ;
)少

一 ’
+ ( g

。
一

, 。 一 :
一 a n 一 Z

g
m 一 l

. n 一 ,
)少

一 2

+ … + ( g
m 一 ,

. 。
一 a , g m 一 ,

. 。 一 ;
) 6 + (一 ao g m 一 ,

, n 一 ,
)

可得 g
m

, n 一 l
一 g ~

l
, n 一 :

一 an
一 l

g
rn 一 1

. n 一 ,

g
m

. n 一 2
一 g

m
一

1
. 。 3

一 a 。 一 Z
g

m 一 1
. 。 一 1

g
m

,

一
= g

rn 一 1
.

0
一 a 一

g
m 一 一 n

一

g
m

.

。
- 一 a o

g
m 一 l

. n 一 l

将式 (2 ) 的 m 换成 m 一 1
,

代入 9
0

.
,

得

g
m

,

l
- 一 al g

m 一 1
, n 一 1

一 a o
g

m 一 2
. n 一 l

再将式 ( 3) 的 m 换成 m 一 1
,

代入 g
m

,

2 ,

依次类推
,

可得

g
m

.
z
~ 一 a Z

g
m

一

1
. 。 一 1

一 a 一g m
一

2
. n -

-
一 a o

g
二一 3

, 。

一

( 2 )

g
m

. 。 一 l
- 一 a n 一 l

g
m 一 l

, n a 。
一

Z
g

m
一

2
. 。 - a o

g
m 一 n , 。 - ( 5 )

将式 ( 5) 的 m 换成 m + ” 一 2
,

所得等式右端最后两项与式 ( 3) 的右端相同
,

将式 ( 5) 中的 m

换成 m

( 3 )
,

( 4 )

斗
一

n 一 3
,

所得等式右端最后三项与式 ( 4) 的右端相同

各等式的右端
,

即得

… 等
。

将上述结果一一代入

g
m + 。 一 2

. 。

g
m + n 一 3

. 。 -

:
+ a 。 一 l

g
m + 。 一 3

. 。 一 ,

,
+ a 。

一 g
m + n 一 。

.。

一

+ … + a Z
g

m
. 。 一 :

十 … 十 仍 g m
.

。 _ :

mmgg

g m

g
m

. 。 一 l

g 。 + ,
.。 一

:
+ a 。 一 l

g
m

, 。

g
m

, n 一 l

式 ( 5) 实际上是数列 g
。

. 。 一
: ,

9
1

. 。 一 : ,

特征方程
,

因此 g
m

, n 一 1

的通项为

,

g
m

. n

,

… 的递推式
,

据〔2 〕
,

多项式 ( l) 是这厂数列的

g .m
。 一 :

一 C ,

劣
一 ’

+ C Z

劣

8
, ,

8
: ,

…
,

夕
。

是 ( 1 ) 的
n 个根

,

C
I ,

C
: ,

+ … 十 C
。

决
一 ’

…
,

C
。

是待定常数
。

由于 夕
: ,

0
: ,

…
,

夕
。

也都是常数
,

因此该式也可写成

g
m

一
,
一 C

,

脚 十 C
Z

卯 + … + C
n

必 ( 6 )

已知 g
o

. n 一 ,

C :

一 9
1

. n

+ C
Z

~
· ·

一
g

n 一
2

. n 一
:
一 O

,

g
。 一 ,

. 。 一 ,
一 1 代入式 ( 6 )

,

得到线性方程组

+ … + C
。

一 0

+ … + C
n

夕
。

~ 0

+ … + C
n

磷 一 0

刃刀ùCCC
;
0

.
+

C
】

璐十

C
,

必
一

’
+ C Z

耀
一

’
+ + C

n

少
一 ’

~

方程组的系数行列式 为 V a n d e r m o n d e 行列式 V = (口
2
一 夕

,
) (夕

3
一 夕

,
) … ( 0

。

一 氏
一 、

)
.

由于 ( 1 )



2 6 6 无 锡 轻
_

工 大 学 学 报 第 15 卷第 3 期

是既约多项式
,

夕
, ,

夕
2 ,

…
,

氏两两不相等
,

从而 V 共 0
.

同理
,

由该行列式前
n 一 1 行组成的

n

个 子行列式也都是不等于零的 V a n
de

r m on de 行列式
。

由此可知
,

从线性方程组解出的 C
: ,

c
Z ,

一 C
。

都不等于零
。

设在 8
1 ,

口
: ,

…
,

8
。

中
,

绝对值最大的为 8
:

.

如为实数
,

则有 }8
:

} ) ! 8
`
}

,

( i = 2
,

3
,

…
, , , )

,

且 }口
:

} > 1
.

当 m ~ 、 时
,

有 CI
:

卯 } 》 }习C
i

即 } i( ~ 2
,

3
,

一
, 。 )

.

因此当 m 足够大时
·

可

认为 g m
. 。 一 ,

~ C
,

劣
.

将此结果用于 g
m

.

, ,

g
m

.
2 ,

…
,

g .m
。 一 :

各表达式及式 (2 )
,

可得

g
m

. n 一

,
一 C

,

卿

g
m

. n :
一 C :

即
十 ’

+ a n 一 I
C

I

劣

g
m

.

2
一 C

l

劣
十 ” 一 3

+ a 。 一 I
C

I

即+ ’ 一 `
+ … + a 3

C
.

御

g m
.

,
一 C

:

劣
+ ’ 一 ’

+ a n 一 :
C

:

卯
+ ” 一 ’

+ … + 内 C
.

卯

g
m

,

o
= 一 a o

C
,

卿
一 ’

将上列各式的两端都除以最后一式的两端
,

由于 C
,

尹 。
,

即得

h i _ h m 些些 j _ 一 工 (出
一

,
+ 。 _ _ ,

次
一厂 ,

+ … + 。 ; _ ,

夕
,

) ( i ~ 1
.

2
. .

… , 一 ”
, ~ 。

g
m

.

o a

如果 0
,

是虚数
,

则 }0
,

} 一 }夕
:

} ) }夕
,

}
,

(l’ 一 3
,

4
,

…
,

n)
.

若有 }夕
,

} 一 }e
:

} > !况 }
,

则当

m 足够大时
,

可认为 g
m

. n 一 ,
一 C

:

劣 + 矶劣
.

易知
,

C :

与 C
:

是一对共扼复数
,

C
.

卯 与 C
Z

劣 也

是 一 对 共 扼 复 数
,

它 们 的 和 是 实 部 之 和
,

即 g
m

一
;
一 Z R ( C

,

卯 )
.

代 入 式 ( 2 )
,

得

g
m

.

。
= 一 Za 1R ( C

l

劣
’
)

.

这时

g
m

. n 一 ,

/ g
,n .

。
~ 一 R ( C

:

卿 ) / [
a 。 R ( C

.

卯
一 ’

) 〕

当 m ~
( , ;

时
,

这一 比式不可能趋近于某一实数
。

从定理 4
.

2 可知 M (0 ) 中的
n
次数经多次相乘后

,

所得的积中
,

少
一 ’ ,

少
一 ’ ,

…
,

夕
,

1 的系数

之 比趋于同一 比值
,

这称为代数 自然数的 自然趋同现象
。
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