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摘要　引入了区间[ 0, 1]上一个新的标准正交系{galk ( t ) } ∞0 , 证明了它在[ 0, 1]上

是一致有界的且是空间 C[ 0, 1]的 Schauder 基, 同时{ gal k( t) }
∞
0 的 Lebesgue 函数

{L ( G)n ( t) }在[ 0, 1]上也是一致有界的,且{galk( t ) }∞0 还是[ 0, 1]上的一个收敛系。
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0　引　　言

已知,线性无关的 Schauder 函数组{ 1, Um ( t ) =∫
t

0
Vm ( s) ds}　(式中0≤t≤1, { V m( t ) }是

Haar 函数系)　是空间C[ 0, 1]的 Schauder 基
[ 1]
。Franklin

[ 2]
得到了[ 0, 1]上一个完备的标准

正交系——Franklin 函数系{ f n ( t) }
∞
0 ,并证明了它是 C[ 0, 1]的Schauder 基, 但它在[ 0, 1]上

不是一致有界(或称总体有界)的。Ciesielski
[ 3]
引入了一个新的标准正交系 {Cn( t ) } ,它是一

致有界的但并非 C[ 0, 1]的 Schauder 基。

作者在文中做了以下工作: 对Walsh 函数系的积分应用 Schmidt正交化方法, 引入了

[ 0, 1]上一个新的标准正交系{galk ( t) }∞0 ,证明了它是完备的且在[ 0, 1]上是一致的界的;并

由逼近定理推出它是C[ 0, 1]的Schauder 基,从而推翻了�½ÎÑ¿À³
[ 4]
关于空间C[ 0, 1]不存在

总体有界的标准正交基的猜想; 证明了{ galk ( t ) }的 Lebeg ue 函数组是总体有界的, 而且

{galk ( t) }是一个收敛系。

1　一个新的标准正交系

　　置 Wal0( t )≡1, Walk + 1( t ) =∫
t

0
w al k( s) ds, 0≤t≤1, k= 0, 1, 2,⋯, ( 1)

式中 w alk ( t)是按列率排列的Walsh函数
[ 5]

,显然,函数组{Walk( t ) }
∞
0 是线性无关的, 对{ Walk

( t) }用 Schm idt 程序标准正交化后所 得的标准正交函数系记为{galk( t) }∞0 .容易证明{ Walk

( t ) }∞0 是完备的, 事实上,若有可积函数 f ( t )使得

∫
1

0
f ( t) Walk( t) dt = 0, k = 0, 1, 2,⋯



则

0 =∫
1

0
f ( t )Wal k+ 1 ( t ) dt =∫

1

0
f ( t )∫
t

0
w alk ( s) dsdt =∫

1

0
w alk( s) ds∫

1

s
f ( t ) dt

= -∫
1

0
F( s) w alk ( s) ds, k = 1, 2, 3⋯,

式中F ( t) =∫
t

0
f ( s) ds,再由∫

1

0
f ( t)Wal1( t) dt= 0,可算出∫

1

0
F ( t) dt= 0.于是

∫
1

0
F ( t) w alk ( t) dt = 0, 　k = 0, 1, 2,⋯ ( 2)

但{w alk( t ) }∞0 是完备的正交系 [ 5] ,故在[ 0, 1]上几乎处处有 F( t ) = 0,从而几乎处处有 f ( t) =

F′( t) = 0, 即{Walk( t ) }∞0 是完备的, 再由文献[ 6] 32页的定理4,知函数系{galk ( t) }∞0 是完备的。

即有:

定理1　函数系{galk ( t) } ∞0 是[ 0, 1]上完备的标准正交系。

设{w k( t ) }∞0 是按 Paley 序排列的Walsh函数系,置

W0 ( t)≡1, Wk+ 1 ( t) =∫
t

0
w k( s) ds, 0≤t≤1, k= 1, 2, 3, ⋯ ( 3)

由于[ 5]

w alk( t ) = w G(k) ( t) , k= 0, 1, 2,⋯, ( 4)

这里G ( k)表示 k 的 Gray 码 [ 5] , 如果规定 G( - 1) = - 1,则由( 1)与( 3)两式知

Walk( t ) = W1+ G( k- 1) ( t) , k= 0, 1, 2,⋯, ( 5)

又由于 k\ 1+ G( k- 1)是一一映射,所以函数组{Walk ( t ) } 2
n

0 与{ Wk ( t) } 2
n

0 是一样的,仅排列次

序不同,因此,若{ Wk ( t) }经 Schmidt 方法产生的标准正交系记为{gk( t ) }∞0 , 则有如下推论:

推论　函数系{gk( t) }∞0 是[ 0, 1]上完备的标准正交系。

注意, {gk ( t) }与{galk ( t) }是两个不同的函数系。事实上, g6 ( t) | {galk( t ) }∞0 .

2　标准正交系{ galk( t) }∞0
定理2　(Ⅰ) 将{galk ( t ) }以周期1延拓至全直线, 则{gal2k ( t ) }是 t的偶函数, {gal2k+ 1

( t ) }是 t的奇函数( k= 0, 1, 2,⋯) ;

(Ⅱ)　　　　　gal2k ( 1- t ) = g al 2k( t) , 0≤t≤1, k= 0, 1, 2⋯ ( 6)

证　(Ⅰ) 按 Schm idt 的正交化公式[ 7] ,有

　　　　　　　galk ( t) =
Walk( t ) - S k- 1(Walk, t )

úWalk( t) - Sk- 1( Walk, t) ú2
, ( 7)

式中S k( f , t)表示可积函数 f ( t)关于正交系{galk ( t) }的Fourier 级数的 k 次部分和(前 k+ 1

项之和) , úf ú2= ∫
1

0
ûf ( t) û2

dt

1
2

(当用( 7)式来计算 gk ( t )时, 只须将其中的 Walk ( t )换成 Wk

( t ) ,且 Sk- 1 (Wk, t )是 Wk ( t)关于{gk( t ) }的 Four ier 展开的部分和)。由( 7)式可算出

　　　gal 0( t ) = 1, gal1( t ) = 3 ( 2t- 1) ,

　　　gal 2( t ) =

3 ( 4t- 1)　0≤t≤ 1
2

3 ( 3- 4t)　
1
2
≤t≤1

, gal 3( t ) =
3
7
õ

22t- 3　0≤t≤
1
4

5- 10t　
1
4
≤t≤

3
4

22t- 19　
3
4≤t≤1

( 8)
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　　以下用归纳法证明(Ⅰ) ,在作了周期1的延拓后由( 8)式知, gal0 ( t)和 gal2 ( t )都是偶函

数。假设 gal2n ( t) ,当 n≤k- 1时都是偶函数。因为

　　　　　　　gal2k ( t) =
Wal2k( t ) - S 2k- 1(Wal2k, t )

úWal2k ( t) - S2k- 1( Wal2k , t) ú2
, ( 9)

式中 Wal2k( t)经周期1延拓后是偶函数, 从而 S 2k- 1 (Wal2k , t ) = ∑
k - 1

i= 1
a2igal2i ( t)也是偶函数( a2i=

∫
1

0Wal2k ( t) g al 2i( t ) dt )。于是由( 9)式知 gal2k( t)是偶函数。类似的可以证明 gal2k+ 1( t)经周期1

延拓后是 t 的奇函数( Wal2k+ 1 ( t)中只有 Wal1 ( t) = t不是奇函数,但它可用Wal1 ( t) = t-
1
2
来代

替)。

(Ⅱ)由于 [ 5]

w al2k- 1 ( 1- t ) = - w al2k- 1( t ) , ( 10)

两边积分,得

Wal2k( 1- t) = Wal2k( t ) ,　0≤t≤1,　k= 0, 1, 2,⋯ ( 11)

由 Schmidt 正交化程序知,偶函数 gal2k ( t)必是偶函数 Wal 0( t ) , Wal2 ( t) ,⋯, Wal k( t )的线性组

合,于是由( 11)式知( 6)式成立。证毕。

定理3　gal2
n( t ) = 3 õ2n+ 1õ
t-
k

2n- 1-
1

2n+ 1　
2k
2n
≤t≤

2k+ 1
2n

k+ 1
2
n- 1 - t-

1
2
n+ 1　

2k+ 1
2
n ≤t≤

2k+ 1
2
n

, 0≤k≤2n- 1- 1 ( 12)

证　已知, Schmidt的正交化公式可用行列式表示[ 6] :

　　　　　galk ( t) =
M k( t )

$k- 1$k
=

Walk( t) - Sk- 1( Walk, t)

úWalk( t ) - Sk- 1Walk, t ) ú2

设为
∑
k

i= 0
LikWali( t ) , ( 13)

式中 $k= G(Wal0, Wal1 ,⋯, Walk ) = det ( bij ) k0, bij= (Wali, Walj ) =∫
1

0
Wali ( t) Walj ( t ) dt , Mk( t ) 是把

$ k 的第 k + 1列元素 bik 换成 Wali ( t) ( 0≤ i ≤ k) 后所得的 k + 1阶行列式, Lkk > 0.

将( 13)式中的Mk ( t)按最后一列展开,易知 Walk( t)的系数为 $k - 1,从而

　　　　　galk ( t) =
$k- 1

$ k
Walk ( t) + ∑
k - 1

i= 0
LikWali( t) ( 14)

下面计算 L2
n

2
n ,容易算出

　　　b0i=∫
1

0Wali( t ) dt=
0

1
,　当　
i≠0, 2j

i= 0
,　b02j =

1
2j+ 1 . ( 15)

由于

　　　　　Wal2n( t ) =

t-
j

2n- 1

j + 1
2
n- 1 - t

,当　

2j
2n
≤t≤

2j + 1
2n

2j + 1
2
n ≤t≤

2j+ 1
2
n

, j= 0, 1, ⋯, 2n- 1- 1 ( 16)

所以
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　b2n, i=

1
2
n+ j + 1

1
3
õ 1

2
2n

0

,当　
i= 2
j
　( 0≤j≤n- 1)

3≤i≤2
n
- 1,但 i≠2
j ,　b2n, 0=

1
2
n+ 1 , b2n, 2n=

1
3 õ

1
2

2n ( 17)

将 $ 2n的第一行诸元素乘以- 1
2
n+ 1后加到第2n+ 1行的对应元素上,得

　　　　　　　$ 2
n= $2
n

- 1õ 1
12
õ 1

22n ,

从而

　　　　　　　L2n2n= $ 2n- 1 $ 2
n= 3 õ2n+ 1 ( 18)

将M2n( t )按最后一列展开, 注意到 Li2n= 0　( i≠0, 2n) . 于是由( 14)式得

　　　　　gal2n ( t) = 3 õ2n+ 1Wal2n( t ) + L02nWal0 ( t) . ( 19)

由( 19)和( 7)知

　　　　S2n- 1 (Wal2n , t)≡常数。

显然

　　　　S2n- 1 (Wal2n , t) =∫
1

0
Wal2n( t ) õgal0 ( t) dt= b2n0=

1
2n+ 1,

所以

　　　　gal2n( t ) = 3 õ2
n+ 1

[Wal 2n ( t) - S2n- 1 (Wal 2n , t) ] = 3 õ2
n+ 1

[Wal2n ( t) -
1

2
n+ 1 ] .

将( 16)式代入上式,即得( 12)式。

在上面的论证中,作者没有用文献[ 8]中定理1的方法, 这是因为 Walk+ 1 ( t )的尖点并非

总含有 Walk( t )的全部尖点,所以{∑
k

i= 0
aigali( t ) ûa i 为任意实数}并不等于以 g al k( t )的尖点为

分划的折线多项式(见§4定义1)的全体,但按 To epler 定理
[ 6 ]

,如果 f ( t )∈L
2
[ 0, 1] ,则

　　　　　úSn( f , t) - ( f , t) ú2= inf
{ a
i
}
ú∑
n

i= 0
a igali( t ) - f ( t) ú2 ( 20)

因此,如果已知折线多项式 Sn ( f , t )的尖点位置,则( 20)式右边对{ai }取极值就转化为对尖

点处函数值的全体 求极值了。但g al k( t )的值已由( 7)式给出。故对于已知的 f ( t)∈C[ 0, 1] ,

Sn ( f , t )的尖 点是已知的。此时与文献 [ 8]中定理1类似,对 S n( f , t)在尖点处的值求导并令

其为零,即可得与文献[ 8]中定理1相似的结论, 即

　　　　　úSn( f , t) úc≤3úf úc ( 21)

上式对 Sn ( f , t )具有水平边的情况 也是成立的。再根据文献[ 9]中12页的一个推论,得

引理1[ 8]　设 f ( t )∈L p [ 0, 1] , 1≤p≤∞(这里 L∞ [ 0, 1]意指C[ 0, 1] ) ,则有

　　　　　úSn( f , t) úp≤3úf úp , 1≤p≤∞, n= 1, 2, 3,⋯. ( 22)

式中úf úp= [∫
1

0
ûf ( t ) ûpdt]

1
p , úf ú∞意指úf úc= max

0≤t≤1
ûf ( t) û.

定理4　下述双边不等式成立:

3≤úgalk( t ) úc≤8 3 , k= 1, 2, 3, ⋯. ( 23)

证　由( 13) 和( 14)式知
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　　galk( t ) = Lkk{Wal k( t) - Sk- 1 (Wal k, t) }

于是由引理1得

　　úgalk ( t) úp≤4LkkúWalk( t ) úp, 1≤p≤∞, k= 1, 2, 3,⋯. ( 24)

首先估计 Lkk ,设 k= 2n+ j , 1≤j≤2n .由 Gr am 行列式的性质
[ 7]得

3õ22n+ 2=
G(Walk- 1)
G(Walk- 1, Walk)

≤⋯≤
G(Wal 1,⋯, Walk- 1)
G( Wal1 ,⋯, Walk)

≤L2
kk=
G( Wal0 ,⋯, Walk- 1 )
G(Wal 0,⋯, Wal k)

≤
G (Wal0 ,⋯, Walk )
G(Wal0, ⋯, Walk+ 1)

≤⋯≤
G(Wal 0,⋯, Wal 2n+ 1- 1 )
G(Wal0 ,⋯, Wal2
n+ 1)

= L2
2

n+ 1
2

n+ 1 , ( 25)

其中G (Wali ) = (Wali , Wal i) =∫
1

0
Wal 2
i ( t ) dt .

将( 18)式代入( 25)式, 得

3 k≤ 3 õ2n+ 1≤Lkk≤ 3 õ2n+ 2≤4 3 k , k= 2n+ j , 1≤j≤2n, n= 1, 2, 3,⋯. ( 26)

其次容易算出

úWalk( t ) úp= ( 1+ p ) -
1
p õ 1

2n+ 1 , 1≤p≤∞, k= 2n+ j , 1≤j≤2n , n= 1, 2, 3,⋯. ( 27)

把( 26)和( 27)代入( 24) ,得

　　　　　　úgalk( t ) úp≤( 1+ p )
-

1
p 8 3 , k= 3, 4, 5,⋯. ( 28)

特别当 p = ∞时,有　　　　　　úgalk( t ) úc≤8 3 , k≥3.

而由( 8)式可直接看出,上式当 k= 1, 2时显然成立。这就证明了( 23)式的右边是成立的。

仍设 k= 2n+ j , 1≤j≤2n,使úgalk ( t) ú2= 1,而úgalk ( t) úc为最小,则函数 y= galk ( t)的图

形在基本区间(
i- 1
2
n+ 1 ,
i

2
n+ 1 )或(
l- 1
2
n ,
l
2
n )上 应有什么特征呢?经计算知,图形应是左、右(或

上、下)对称的。即有

　　　　úgalk( t) úc≥úgal2
n+ 1( t ) úc= 3 , k≥3.

而当k= 1, 2时,由( 8)式和, 此时( 23)式的左边显然成立, 从而( 23)式左边对一切 k≥1成立。

证毕。

3　逼近定理
定义1　设0= t0< t1< t 2< ⋯< t n= 1是 闭区间[ 0, 1]的一个分划,若

　　U( t) =
Ni- Ni- 1

ti- ti- 1
( t i- t i- 1) + Ni- 1, ti- 1≤t≤ti , i= 1, 2, ⋯, n ( 29)

则称 U( t )是[ 0, 1]上的一个 n次折线多项式(即以{ t i}
n
0为结点的一次样条函数)。

下面只考虑如下的分划 { ti} n0 :

　　　　　t 0 = 0, ti = t( j )i = 2i - 1
2
k
j

+ 1 ( i = 1, 2,⋯, 2k j ; j = 1, 2, ⋯, p ) , tn = 1 ( 30)

其中n - 1的二进位表示为 2kp + 2kp- 1 + ⋯ + 2k1( kp > kp - 1 > ⋯ > k1 ≥ 0) .

设 f ( t )∈C[ 0, 1] , En ( f )表示用次数≤n的折线多项式对连续函数 f ( t )的最佳逼近[ 9] ,

其中{ ti }由( 30)式给出。若有次数≤n 的折线多项式 U0( t ) ,使得úU0( t ) - f ( t) úc= En ( f ) , 则称

U0 ( t)是 f ( t)的最佳逼近 n次折线多项式 [ 9]。记次数≤n的折线多项式全体为 Qn. 由于分划

{ ti }
n
0未必包含分划{ t i}
n- 1
0 ,所以 Q n¥ Qn- 1 .于是 E n( f )不一定单调下降(当 n增大时)。但当 n

= 2m时,分划{ ti }
n
0必含有一切分划{ ti}
k
0( k≤n) , 所以 E 2m ( f )≤E k( f )　(当 k≤2m) . 特别地,
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　　　　　　E2m ( f )≤E2m- 1 ( f )≤E2m- 2 ( f )≤⋯ ( 31)

定理5　设 f ( t )∈C[ 0, 1] , X( f , D)是它的连续模,则

　　　　　　En ( f )≤2X( f ,
1
n

) ,　n= 1, 2, 3, ⋯. ( 32)

证　在( 29)式中令 Ni= f ( ti) , ti 由( 30)式给出,则定理显然成立,因为此时有0< ti- ti- 1

≤
1
2m

. 注意:当 n= 2m 时, 由( 30)式确定的{ ti }
n
0, 其相邻两点间的距离都是

1
2m+ 1 ,故此时有

　　　　　　E2m ( f )≤X( f ,
1

2m
) ,　m= 0, 1, 2, ⋯. ( 33)

定理6　设 f ( t )∈C[ 0, 1] , 则成立着

　　　　　　úSn ( f , t ) - f ( t) úc≤8X( f ,
1
n

) ,　n= 1, 2, 3,⋯. ( 34)

证　n= 1时显然成立。设 n= 2m+ k, 1≤k≤2m, m= 0, 1, 2,⋯, 而U~2m ( t)是 f ( t )的最佳逼

近2m次折线多项式,则

ûS n( f , t ) - f ( t) û≤ûU~2m- f ( t) û+ ûS n( f , t) - U~2m ( t) û= E 2m( f ) + ûSn ( f , t) - U~2m( t ) û.

由于当 n= 2m 时, 分划( 30)包含有一切分点组{ t i}
j
0　( j ≤n) , 所以U~2m ( t ) = S n (U~2m , t) .于是

Sn ( f , t ) - U~2
m ( t) = Sn ( f - U~2
m , t) ,由引理1得

　ûSn( f , t) - f ( t ) û≤E2m ( f ) + ûSn ( f - U~2
m , t ) û≤4E2m ( f )≤4X( f ,

1
2m

)≤8X( f ,
1
n

) .

这里对 E2m ( f )应用了不等式( 33) ,由于上式右端与 t无关,故( 34)式成立。证毕。

推论1　空间 C[ 0, 1]中任一函数 f ( t )按标准正交系{galn ( t) }展开的 Fourier 级数在[ 0,

1]上一致收敛于 f ( t ) .

推论2　若 f( t )∈LipA( 0< A≤1) ,则

　　　　　　úSn( f, t ) - f ( t ) úc= O( n- A) .

定义2　设 E 为实 Banach空间,若存在一列元素{ x n} ,使得 E 中任一元素 x 可唯一地

表示成 x= ∑
n
anx n, 式中诸an都是实数,且这个级数是按 E 中的范数收敛于 x 的,则称{ x n}

是 E 的广义 Schauder 基,若还有{ x n} < E ,则称此基为 E 的 Schauder 基。

已知, F ranklin函数系{ f n( t) }是C[ 0, 1]的 Schauder 基
[ 8]

, Haar 函数系{ x m( t) }是 C[ 0,

1]的广义Schauder 基
[ 1] ,但它们在[ 0, 1]上都不是总体有界的。由定理6的推论1和定理4,知

函数系{galk( t ) }是 C[ 0, 1]的总体有界的Schauder 基,从而否定了�½bÑ¿À³猜想[ 4]。

定理7　设 f ( t )∈C[ 0, 1] , an=∫
1

0
f ( t ) gal n( t) dt ,则

　　　ûanû≤ 32

3
X( f ,

1
n

) , n= 1, 2, 3,⋯. ( 35)

证　n= 1时是显然的。设 n= 2m+ k, 1≤k≤2m, m= 0, 1, 2,⋯.则

　　ûanû= ûa2m+ kû= û
a2m+ kg al 2m+ k( t 0)
gal2m+ k( t 0) û　　( t 0∈[ 0, 1]且ûgal 2
m

+ k( t 0) û= úgal2
m

+ k ( t) úc)

≤
1

3
[ ûf ( t 0) - S2m + k ( f , t 0) û+ ûf ( t0 ) - S 2m+ k- 1( f , t0 ) û]

≤
1

3
16X( f ,

1
2m

)≤
32

3
X( f ,

1
n

) ,

其中应用了( 23)和( 34)两式。证毕。

推论　若 f ( t)∈L ip A　( 0< A≤1) ,则ûanû= O ( n
- A

) .
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引理2[ 8]　设 U( t)是由( 29)式所定义 的 n次折线多项式,而分点组{ ti }由( 30)式给出,

则

　　　úU′( t) úp≤8õ2múU( t) úp , 1≤p≤∞, n= 2m+ k, 1≤k≤2m, m= 0, 1, 2⋯, ( 36)

定理8　若 f ( t )∈C[ 0, 1]且 E n( f ) = O ( n
- A) , 0< A< 1,则 f ( t )∈LipA.

此定理的证明与三角多项式的情形类似, 只须将经典的关于三角多项式导数模的

�¶Â¿Ê Ä¶»¿不等式代之以( 36)式中 p= ∞的情形。

推论　若 f ( t)∈C[ 0, 1] ,则 f ( t)∈LipA　( 0< A< 1)　的充要条件是

　　　　úSn ( f , t ) - f ( t) úc= O( n- A)

证　必要性要由定理6知,充分性由定理8推出

4　Lebesgue 函数
引理3[ 1]　设{ Xn( t ) }是[ a, b]上的标准正交系, Ln ( t)是它的 Lebesgue函数(其含义见[ 4] ) ,

若有 t 0∈[ a, b] , 使得

　　　l im
n→∞
L n ( 0) = + ∞.

则必有 f ( t )∈C[ a, b] ,使得 f ( t )关于{Xn( t) }的 Fourier 级数在 t 0处发散。

由于[ 0, 1]上的标准正交系{galk ( t) } , { x m ( t ) }和{ f n ( t ) }都是空间 C[ 0, 1]的(广义)

Schuader 基,所以由引理3及反证法,即得如下推论。

推论　标准正交系{galk( t ) } , H aar 系{ x m( t) }和 Frankt in 系{ f ( t ) }的 Lebesgue函数组

　　　L
( G)
n ( t) =∫

1

0
û∑
n

n= 0
galk( s) galk( t) ûds=∫

1

0
ûK ( G)n ( s, t ) ûds,

　　　L
( H )
n ( t ) =∫

1

0
û∑
n

n= 1
V k( s) Vk ( t) ûds,　L

(F)
n ( t ) =∫

1

0
û∑
n

n= 0
f k( s) f k( t ) ûds

在[ 0, 1]上都是总体有界的。

{L
( G)
n ( t) }在[ 0, 1]上一致有界的结论,推翻了�½³±ºÀ³

[ 4]
的另一个猜想。

关于L
( H )
n ( t )有下述更准确的结果。

定理9　L
(H )
n ( t )≡1, 0≤t≤1, n= 1, 2, 3,⋯. ( 38)

证　由文献[ 10]对积分核K
( H )
n ( s, t ) = ∑
n

i= 1
x i( s) x i ( t) 的取值分析,知K

( H )
n ( s, t) ≥ 0,所

以

　　　　　L ( H )n ( t ) = ∑
n

k= 1
x k ( t)∫

1

0
x k( s) ds = x 0 ( t) ≡ 1,

这是因为　　　　∫
1

0
x k ( s) ds =

1,　当 k = 0

0　 k > 0

5　正交级数
引理4[ 11]　设函数列{ x n ( t) }< L 2 [ a, b]且

　　　　　lim
m→∞

lim
n→∞
J mn= 0. ( 37)

则当 n→∞时, x n ( t ) 在 [ a, b ] 上几乎处处收敛, 式中 J mn =∫
b

a
Gmn( t ) dt , Gmn ( t) =
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max {ûx m+ 1( t ) - x m( t) û, ûx m+ 2( t ) - x m( t ) û, ⋯, ûx n( t ) - x m( t ) û} .

定理10　设实数列Ck满足条件

　　　∑
∞

k= 0
C

2
k< + ∞, ( 38)

则正交级数∑
∞

k= 0

Ckgalk( t ) 在[ 0, 1] 上几乎处处收敛。

证　设 x n ( t) = ∑
n

k= 0
Ckgalk ( t) < L 2[ 0, 1]

Gmn ( t) = max {ûx m+ 1( t ) - x m( t ) û, ûx m+ 2 ( t ) - x m( t) û, ⋯, ûx n ( t ) - x m( t) û} = E( t ) ∑
K ( t )

k= m+ 1
Ckgalk

( t ) ,

这里 E( t) = ±1　, m+ 1≤K( t )≤n.
于是

　　　　　 C i =∫
1

0
X ( t) g ali ( t) dt, m + 1≤ i≤ n, X ( t ) = ∑
n

k= m+ 1

Ckgalk( t ) .

所以

　　　　　J mn =∫
1

0
E( t) õ ∑

K ( t )

k= m+ 1
Ckgalk ( t) dt =∫

1

0
E( t) õ ∑

K( t )

k= m+ 1
[∫

1

0
X ( s) galk ( s) ds] galk( t ) dt

=∫
1

0
X ( s) ds õ∫

1

0
E( t) õ ∑

K( t )

k= m+ 1

galk( s) galk ( t) dt

=∫
1

0
X ( s) ds õ∫

1

0
E( t) [ K ( G)K( t) ( s, t) - K ( G)m ( s, t ) dt ] .

从而

　　　ûJ mnû≤ û∫
1

0
X ( s) dsûõû∫

1

0E( t ) [ K ( G)K( t) ( s, t) - K ( G)m ( s, t ) ] dtû

≤ [∫
1

0
X

2 ( s) ds]
1
2 õ [∫

1

0
ûK ( G)K( t) ( s, t) ûdt +∫

1

0
ûK ( G)m ( s, t ) ûdt ]

= ( ∑
n

k= m+ 1

C
2
k)

1
2 õO( 1) = o( 1) õO ( 1) = o( 1)　(m →∞, n →∞) ,

式中 o( 1) 表示无穷小量, O ( 1) 表示有界量,且应用了条件( 38) 和引理3的推论及积分的布

尼亚柯夫斯基不等式,最后由引理 4知正交级数(∑
∞

k= 0
Ckgalk ( t) ) 在[ 0, 1]上几乎处处收敛。证

毕。

推论1　正交函数系{galk ( t) }是[ 0, 1]上的一个收敛系(其含义见[ 4] )。

注意到三角函数系{ 1, cosnt , sinnt }
∞
n= 1也是总体有界 的正交系, 且由 Carleson 定理

[ 12]

知它是[ - P, P]上的一个收敛系。故在这两个方面,函数系{galk ( t) }与三角系有类似之处。

推论2　设 f ( t )∈L
2 [ 0, 1] ,则 Sn ( f , t )在[ 0, 1]上几乎处处收敛于 f ( t ) .

证　设 Ck=∫
1

0
f ( t ) galk( t) dt.因为{galk( t ) }是完备的正交系, 故它封闭,即 Parseval封

闭公式成立

　　　　　　　　∑
∞

k= 0
C

2
k=∫

1

0
ûf ( t) û2dt< + ∞.
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于是由定理10,知 Four ier 级数∑
∞

k= 0
Ckgalk( t )在[ 0, 1]上几乎处处收敛。再由 Riesz-Fischer 定

理,知它必几乎处处收敛于 f ( t ) .证毕。
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A new Schauder Basis of the Space C[ 0, 1]

Chai boqi
( Wuxi Un ivers ity of l ight in dust ry, W uxi, 214036)

Abstract　In this paper w e int roduced a new orthonorm al system { g al k ( t ) }∞0 and prov ed

that it is unifo rmly bo unded in [ 0, 1] and is the Schauder basis o f the space C[ 0, 1] . At the

sam e time we proved the Lebesgue functions o f { galk ( t ) } is unifor mly bounded in [ 0, 1]

and the sy stem { galk ( t ) } is a converg ence system .

Key words　 orthonorm al sy stem; best appro ximat ion; schauder basis; lebesg ue func-

tio ns; convergence system
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