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电大尺寸电磁场问题的广义离散卷积法
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摘要　利用正交变换及其快速算法 ,以迭代算子的 Frobenius范数最小为准则 ,推

广了求解电大尺寸电磁场问题的离散卷积法和修正离散卷积法 ,提出了一类迭代

法 ,即广义离散卷积法。具体给出了采用快速 Hadamard变换的二进卷积迭代法 ,

以及基于二进卷积、适用于对称结构的分区直接解法。数值结果验证了算法的有效

性。
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0　引　　言
随着电磁学领域所研究的电磁波频段日渐提高 ,分析电大尺寸结构的电磁辐射与散射

的问题日显重要。对电大尺寸电磁场问题的分析方法可分为解析方法、高频近似法、数值解

法和各种混合法。其中解析法仅适用于物体表面与正交坐标面重合的简单结构 ,而高频近似

法 ,如几何光学法、物理光学法、几何绕射理论等 ,通常用于物体尺寸甚大于波长的情形 ,不

宜用于具有几何形状突变的物体以及由大量电小尺寸物体组成的大结构。以矩量法

( Mo M ) [ 1]为代表的数值解法理论上不受物体几何结构的限制且可以达到任意精度 ,但实际

上受限于计算机的计算速度和内存容量 ,其精度亦受舍入误差的影响。结合高频近似法和数

值法的混合方法可以在一定程度上避免两者的缺陷。但将两种方法结合的途径 ,以及所需的

计算量和存储量 ,仍是值得研究的问题。

近年来 ,实际中的物体尺寸及其媒质构成分别呈大型化和复杂化的趋势。数值解法在普

适性方面具有优势。因此 ,深入研究适用于大型问题的数值解法是当前计算电磁学的一个研

究热点。在现有数值方法中 ,迭代法占有重要地位。这是因为迭代法与传统数值解法 (如

Mo M)在计算量和存储量方面均具有其独特的优点 ,同时 ,利用迭代过程又很容易与其他方

法 (如高频射线法 )结合而构成混合法。曾经提出过的具有代表性的迭代法有谱域迭代法

( SIT ) [2 ]、共轭梯度法 ( CGM ) [3 ]、离散卷积法 ( DCM) [4 ]、区域分解法 ( DDM ) [5 ]等。其中对解

电磁场积分方程 DDM的研究尚属起步阶段 ,这与 DDM较适合于解封闭区域上的微分方

程有关。SIT则已被证实为不收敛的算法
[ 6]

,应用已不多见。CGM因为可以利用电磁场积分



方程中的卷积算子 ,引入快速 Fourier变换 ( FFT) ,构成各种类型的 CG-FFT算法 ,从而得

到了广泛的应用 [7～ 10 ]。但 CGM属于非定常迭代法或半迭代法 ,计算过程中共轭向量的正交

性损失将导致其固有的数值不稳定性。DCM则属于定常迭代法 ,对迭代解的误差具有自修

正性 ,且也采用了 FFT使计算量和存储量降阶 ,属于一种快速解法 ,但其收敛性存在问

题
[11 ]
。最初 DCM算法并未给出其迭代算子的表达式 ,文献

[11 ]
给出了 DCM算法的公式表

示 ,并提出了修正 DCM ( M DCM )。然而 , DCM和 M DCM实质上仅仅是一类定常迭代算法

中的一种。

本文在 DCM和 M DCM的基础上 ,提出了用正交变换及其快速解法 ,通过卷积运算构

造定常迭代法的广义离散卷积法 ( GDCM ) ,通过使迭代矩阵 Fro benius范数 ( F-范数 )最小

化 ,保证迭代过程的收敛性 ,并得到了数值算例的验证。文中简述了对应于循环卷积与 FFT

的 M DCM,提出了用二进卷积与快速 Hadamard变换 ( FHT)实现的二进卷积迭代算法。特

别指出了通过对积分方程的离散单元的适当编号 ,将所得广义阻抗矩阵实施分块的二进变

换 ,可以实现对大型问题的直接求解 ,而实际计算量仅为传统算法的数十分之一。二进卷积

迭代法的存储量和计算量分别为 O( N )和 O (N 2 log2N ) ,低于常规算法的 O( N 3 ) .

本文提出的 GDCM可适用于电大尺寸电磁场问题 ,尤其是有限周期结构和对称结构的

电磁场问题。

1　广义离散卷积法
众所周知 ,开域的电磁场辐射与散射问题通常用积分方程求解。以电场积分方程为例 ,

其形式可简写为:
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为并矢 Green函数 ,具有对称性。 J
 
和E

 inc
分别为待求的未知等效源函数和已

知入射场函数。S为物体表面 , r 和 r
 ′则分别代表场点和源点的空间坐标。用分域基函数和

权函数对方程 ( 1)均匀离散 ,可得矩阵 -向量方程:

　　　　　　　　　　　　　　Za= b ( 2)

式中矩阵 Z为广义阻抗矩阵 ,向量 a为未知源的展开系数组成的列向量 , b为由入射场函数

与权函数作内积所得的已知向量。由于积分核的对称性 ,显然 ,只要物体的结构具有一定对

称性 ,或可将物体 (群 )扩展为具有对称性的结构 ,通过对离散单元的合适编号 ,矩阵 Z的元

素也可具有相应的对称性 ,其实际独立元素的阶为 O ( N ) . 矩阵 Z与向量的积可以用 O

(N log2N )的计算量求得 [5 ]。

矩阵-向量方程的一步定常迭代解法可写成以下形式:

　　　　　　　　　ak+ 1= ( I- Z′Z )ak+ Z′b ( 3)

其中 Z′可看作矩阵 Z的近似逆 ,为尽量保证收敛性 ,它必须在某种“最接近于”Z
- 1
的尺度下

给出。同时为了减少计算量和存储量 , ( 3)式右端的矩阵-向量积必须存在快速计算方法 ,矩

阵 Z′所需的存储空间还要低于 O (N
2
) .

设有某种意义的卷积* 及其对应的某种正交线性变换 T满足下列条件:

条件 1)　对给定的 3个长度为 N的序列 u、 v和 w以及它们的变换

　　　　　　　　　　　　u
～

= T {u }　 , ( 4)
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　　　　　　　　　　　　 v
～

= T {v }　 , ( 5)

　　　　　　　　　　　　 w
～

= T {w }　 . ( 6)

当卷积

　　　　　　　　　　　　 w= u* v　 , ( 7)

成立时 ,在变换域的乘积也成立:

　　　　　　　　　　　　 w
～

= u
～
v
～
　 . ( 8)

条件 2)　用 T及其逆变换 T
- 1
对序列所作的变换存在快速算法。

不难看出 ,以上第一个条件可使 ( 7)式写成

　　　　　　　　　　　　W= Uv= Vu ( 9)

式中 u、v和 w是分别对应与序列 u、 v和 w的列向量。U和 V则是分别对应于 u和 v的矩

阵 ,其形式取决于变换 T ,都具有 N个独立元素。令矩阵 Z′具有和以上 U或 V相同的形式

(N个独立元素 ) ,且在 F-范数意义下最接近于 Z
- 1 ,即

　　　　　　　　　　　　 I- Z′Z 
2
F= min　 , ( 10)

其中矩阵 A的 F-范数定义为

　　　　　　　　　　　　 A F= ∑
N

j= 1
∑
N

i= 1

|a ji|2　 , ( 11)

a ji为 A的元素。将 Z用其列向量写成

　　　　　　　　　　　　Z= [z1 , z2 ,… , zN ]　 , ( 12)

利用 ( 9)式的性质 , ( 10)式左端可以写成

　　　　　　　　　　　　 I- Z′Z 2
F=∑

N

i= 1
(eTi - z′*

Z
*
i ) (ei - Zi z′)　 , ( 13)

式中上标 T和* 分别表示转置和共轭转置 ; ei为 N维向量空间中的第 i个坐标向量 ; z′为

由 Z′的 N个独立元素组成的向量 ;Z i为由 ( 12)式中列向量 zi的 N个元素组成的矩阵 ,其组

成方式同样由变换 T决定。于是利用 ( 13)式 ,即可得 ( 10)式中矩阵 Z′的 N个独立元素组成

的向量:

　　　　　　　　　　　　 z′= ∑
N

i= 1
Z

*
i Zi

- 1

∑
N

i= 1
Z

*
i ei 　 . ( 14)

由此可得到矩阵 Z′和相关的迭代公式 ( 3) .

显然 ,根据条件 1) ,所有 Zi及其共轭转置矩阵具有相同的形式 ,它们的和、积与逆仍然

具有同样的形式。因此 ,若所选正交变换满足条件 2) ,用 ( 14)式计算 Z′的元素所需计算的矩

阵-向量积、矩阵求积、矩阵求逆 ,都可用快速算法求解 ,构成迭代过程的矩阵 便可快速求

得。由于矩阵 Z的独立元素是 O ( N )阶的 ,求解过程中所需的存储量也为 O ( N ) . 结合矩阵

Z与向量之积的快速算法 ,迭代式 ( 3)的右端也可以实现快速计算 ,所需要的存储量为 O

(N ) . 以上原理并未规定所用的卷积和变换 ,故称为广义离散卷积法 ( GDCM) .

当卷积运算选为循环卷积 ,正交变换为离散 Fo urier变换时 ,则对应的快速算法为

FFT,Z′和 Z i等矩阵为循环矩阵。只要在将积分方程 ( 1)作均匀离散时按顺序编号 ,使 Z成

为与循环矩阵部分相似的 Toeplit z矩阵 ,就可构成 M DCM
[11 ]

. 但是 ,满足以上两个条件的

卷积和变换并非只有一种。
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2　二进卷积迭代算法
Walsh函数理论中的二进卷积和 Hadama rd变换

[12 ]
,也可构成一组满足条件 1)的卷

积和变换 ,而 FHT则是其快速算法。利用 GDCM便可直接得到对应的迭代算法。需要指出

的是 ,二进卷积通常需要 N= 2m (m为正整数 ) ,在卷积的矩阵表达式中 ,U和 V的形式为分

块对称矩阵:

　　　　　　　　　　　　U=
D　C

C　D
　 , ( 15)

且其子矩阵 D和 C也是分块对称矩阵 ,依次类推。亦即该矩阵实际上是 m重对称阵 ,只有 N

个独立元素 ,计算中 Z′和 Z i需要取该种形式。为了使 ( 10)式的 F-范数尽可能小 ,应该通过

对离散单元编号 ,使广义阻抗矩阵 Z具有与上述相近的形式。以矩形导电薄板为例 ,使用循

环卷积和二进卷积时 , 4× 4个数值离散单元的编号

应分别如图 1( a)和 ( b)所示 ,前者得到两重 To eplit z

矩阵 ,后者得到两重对称矩阵 ,这两个矩阵为行列交

换的关系。离散单元数更大的情形可以类推。

　　二进卷积法的计算步骤为:

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

1 2 5 6

3 4 7 8

9 10 13 14

11 12 15 16

(a) 使用循环卷积　　 ( b )使用二进卷积

图 1　导电薄板离散单元编号示例

　　 1)利用图 1( b)所示的方法 ,采用分域基函数和权函数对方程 ( 1)作离散化 ,得矩阵 -向

量方程 ( 2) ,其广义阻抗矩阵具有多重对称的特点。

2)利用 ( 14)式计算向量 z′,根据二进卷积的关系给出矩阵 Z′.

3)利用 ( 3)式迭代计算未知源的展开系数向量。初始解通常取零 ,迭代终止条件为方程

( 2)的相对余量小于某一给定值 ,对于求解雷达散射截面 ( RCS) ,该给定值通常取 10- 4 ,能保

证工程应用所需的精度。

4)利用求得的等效源 J
 
计算其它参数。

可以看出 ,步骤 2)所需的计算量为 O ( N
2
log2N ) ,步骤 3)中每步迭代的计算量为 O

(N
2
log2N ) ,该步骤总的计算量便取决于迭代次数。以下数值结果验证了用二进卷积法的有

效性。但与 M DCM不同的是 ,本文利用二进卷积的思想不但可以得到迭代算法 ,而且可以

导出对于对称结构的新型直接解法 ,其计算量虽不降阶 ,但仅为传统数值解法的十几分之一

图 2　对称结构示意图

到几十分之一 ,适合于求解中等规模而精度要求较高的问

题。

3　对称结构的直接求解法
现以图 2所示的二维对称结构为例 ,给出数值解的直

接求解方法。对图 2的结构 ,方程 ( 1)中的 S即为物体 1至物

体 4的全部表面。不难知道 ,只要在分域离散过程中使用对

称编号 ,所得方程 ( 2)即具有如下分块形式:

　　　　　　　　Za=

A B C D

B A D C

D C A B

C D B A

a1

a2

a3

a4

=

b1

b2

b3

b4

= b　 . ( 16)
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令　　　　　　　　　　　H=

I I I I

- I I - I I

- I - I I I

I - I - I I

　 , ( 17)

　　　　　　　　　　　　b′= Hb　 , ( 18)

　　　　　　　　　　　　a′= H
T
a　 , ( 19)

则 ( 16)式可写为

　　　　　　　　　　　　Ea′= b′　 , ( 20)

式中

　　　　E= 4

A+ B+ C+ D 0 0 0

0 A- B+ C- D 0 0

0 0 A+ B- C- D 0

0 0 0 A- B- C+ D

　 , ( 21)

为块对角阵。于是 ,方程 ( 16)就可化为 4个规模为原来02的去耦方程。由于直接解法的计算量

为 O (N
3 ) ,故解这 4个方程的计算量为直接解方程 ( 16)的 1 /16. 易知 ,对三维对称结构作类

似处理 ,计算量将降为直接求解的 1 /64. 这比较适合于求解有限周期结构一类的电磁场问

题 ,如频率选择表面的频率响应特性等。

4　数值算例

图 3　细直导线阵列

本节利用细直导线一维有限阵列的散射问题 ,

给出了利用二进卷积迭代算法的计算实例 ,据此讨

论了该算法在此典型应用场合的收敛特性。还比较

了节 3的分区直接解法与矩量法所需的计算时间。

在图 3所示的细直导线阵列中 , d为导线间距 , l

为导线长度 ,n为导线数目。文中算例取实用中最常

见的 d= 0. 5λ,导线长度则取 l= 1λ和 l= 2λ两种情

况 ,式中λ为入射波波长。入射波为正投射 ,电场平

行于导线轴向。对细导线的 Pockling to n积分方程

图 4　迭代次数与导线间距的关系

用分段正弦基函数和 Galerkin法作离散。每根导线

分段数为 N e ,对 l= 1λ和 l= 2λ, N e 分别取 8和 16.

导线数目 n取 2的方幂。

图 4给出了二进卷积迭代算法的迭代次数与导

线间距的关系。曲线表明当导线间距大于 0. 5个波长

时 ,迭代次数对间距的变化并不敏感。而导线间距小

于 0. 5个波长时 ,迭代次数随间距的减小而有所增

加。这与间距较小时导线间的电磁耦合较强有关。但

导线阵一类的有限周期结构在用作频率选择表面

时 ,间距通常在半个波长左右 ,故这一现象对该算法

的实际使用影响不大。
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图 5为迭代次数与导线数目的关系 ,图中m= log2n为导线数目的对数表示。从图中可见

本文二进卷积算法的迭代次数几乎与导线数目无关 ,亦即与问题的规模无关。这表明在分析

此类问题时 ,迭代计算量为 O (N log2N ) . 在未知量很大时 ,算法的总计算量主要由求解 Z′

的过程决定 ,为 O (N 2 log2N ) . 这一特性使本方法较适合于求解由大量单元组成的有限周期

结构。图 6比较了迭代算法与 M oM对不同导线数目的计算时间。用常规矩量法求解所需计

算时间的增长速率明显大于本文中提出的迭代法。

图 5　迭代次数与导线数目的关系　　　　　　　　图 6　计算时间与问题规模的关系

在未知量较大的情况下 ,分区直接解法和矩量法求解所需的计算时间列于表 1。在 Pen-

tium 133微机上 ,用 M oM求解 1024个未知量需要 6 min多 ,而同样规模的问题用对称结构

的分区直接解法仅需 30 s多。
表 1　对称结构直接分区直接解法和矩量法时间的比较

　 矩量法的计算时间 /s 分区解法的计算时间 / s

l = 1λ, n = 128, N e = 8 374 35

l = 2λ, n = 64, N e = 16 368 36

5　结　　论
本文中提出的广义离散卷积法对应了一类迭代算法。只要存在符合节 1中两个条件的线

性正交变换及其快速算法 ,就可构造一种迭代算法加以研究 ,以根据其数值特点 ,为实际分

析选用。本文中具体给出了利用二进卷积 FHT实现的二进卷积迭代算法及其数值试验算

例。算例表明 ,这一算法具有与 MDCM类似的特性 (图 4～ 6) [11 ] ,克服了 DCM对有些情形

发散的不足 ,也没有 DCM迭代次数与导线单元数目的相关性。但需要指出的是 , MDCM所

采用的是含复数运算的 FFT,而二进卷积迭代法采用只有加减运算的 FHT,计算量更少。另

外 ,对于对称结构的问题 ,通过适当编号 ,利用分块二进变换 ,可以将计算问题的规模缩小后

直接求解 ,这是 M DCM通常所不具备的特性。
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The Generalized Discrete Convolution Method for Electromagnetic

Problems of Electrically Large Structures

Bo Yaming

(W uxi Univ ersi ty of Ligh t Indus t ry, Wuxi , 214036)

Abstract　 By mea ns of the o rthog onal t ransfo rm a nd i ts fa st algo ri thm , the g enerali zed

discrete co nv olutio n m ethod is presented in this paper under the co ndi tion of minimal

Frobenius norm o f the i tera tiv e opera to r. By using fast Hadama rd transfo rm , the binary

conv olutio n method is propo sed. The direct so lution based o n binary co nv olutio n and do-

main decomposi tion for symm etric st ructures is also given. The numerical results v erify

the validi ty of the algo ri thms.

Key words　 elect ro mag netic w av e; elect romag netic sca ttering; i terativ e metho d; mo ment

m ethod.
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