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二阶 Lag rang e中值定理的中值的变化趋势
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摘要　分别在 f
′′′
+ (a )≠ 0, f

′′′
+ (a )= 0, f

′′′
+ (a )= ∞的情况下 ,研究了二阶 Lag ra ng e

中值定理的中值的变化趋势 .
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0　前　　言
如果 f ( x )在 [a ,b ]上连续 ,在 (a ,b )内二阶可微 ,那末在 (a,b)内至少存在一点ξ,使

f (b) - 2f
a + b

2
+ f (a ) = f″(a)

b - a
2

2

( 1)

这是二阶 Lag range中值定理 ,它是 Lag range中值定理的推广
[1 ]

.

文 [2, 3]研究了 Lagrange中值定理的中值的变化趋势 .关于二阶 Lagrange中值定理的

中值的变化趋势的研究尚未见报导 . 在本文中 ,作者参考文 [2～ 4 ]的处理方法 ,分别在

f
′′′

+ (a )≠ 0; f
′′′
+ (a )= 0; f

′′′
+ (a)= ∞的情况下 ,对二阶 Lag rang e中值定理的中值的变化趋势

作较深入的研究 .

1　 f
′′′

+ (a )≠ 0的情形
定理 1　如果 f (x )在 [a,b ]上连续 ,在 [a ,b)内三阶可微 , f ( x )在 x= a处右连续 ,且 f

′′′
+

(a)≠ 0,那末 ( 1)式中的ξ有

lim
b→ a

a- a
b - a

=
1
2

( 2)

　　证　考虑极限 　 I = lim
b→ a

f (b ) - 2f a + b
2

+ f (a ) - 1
4
f″(a) (b - a) 2

(b - a) 3

　　一方面 ,由 L′Ho spi tal法则有

I = lim
b→ a

f′(b) - f′
a + b

2
-

1
2
f″(a ) (b - a )

3(b - a )
2 =

lim
b→ a

f″(b) -
1
2
f″

a+ b
2

-
1
2
f″(a )

6(b - a )
=



1
6

lim
b→a

f (b) - 1
4
f a + b

2
= 1

8
f

′′′
+ (a) ( 3)

　　另一方面 ,由 ( 1)式有

I = lim
b→ a

1
4
f″(a) (b - a) 2 -

1
4
f″(a) (b - a ) 2

(b - a)
3 =

1
4

lim
a→ a

f″(a) - f″(a )
a- a

lim
b→a

a- a
b - a

=
1
4

f
′′′

+ (a ) lim
b→ a

a- a
b - a

( 4)

　　 ( 3)式和 ( 4)式相等 ,即得 ( 2)式 .

2　 f
′′′

+ (a )= 0的情形
当 f

′′′
+ (a ) = 0时定理 1结论不一定成立 . 如对 f ( x ) = x

4
在 [ 0, b ]上使用 ( 1)式 ,有

b
4 - 2 b

2

4

= 12a2  b
2

4
, lim

b→ 0

a
b

= 7
24

≠ 1
2

. 这是因为 f
′′′

+ ( 0)= 0.

定理 2　如果 f (x )在 [a ,b ]上连续 ,在 [a,b)内 n+ 1阶可微 , f
(n+ 1) ( x )在 x= a处右连续 ,

且 f
(i )

+ (a )= 0 ( i= 3, 4,… ,n) , f
(n+ 1)

+ (a )≠ 0,那末 ( 1)式中的ξ有

lim
b→a

a- a
b - a

=
4

n (n + 1)
1 -

1
2n

1
n - 1

( 5)

　　证　由 Taylo r公式

f (b) = f (a ) + f′(a ) (b - a ) +
1

2!
f″(a) (b - a)

2
+

1
(n + 1)!

f
( n+ 1)

(a1 ) (b - a )
n+ 1

(a < a1 < b)

f
a+ b

2
= f (a ) + f′(a)

b - a
2

+
1
2!

f″(a )
b - a

2

2

+
1

(n + 1)!
f

(n+ 1)
(a2 )

b - a
2

n+ 1

a < a2 <
a + b

2

f″(a) = f″(a ) +
1

(n - 1)!
f

(n+ 1) (a3 ) (a- a )n - 1　　 (a < a3 < a)

代入 ( 1)式 ,有

1
(n + 1)!

f
(n+ 1)

(a1 ) (b - a )
n+ 1

-
2

(n + 1)!
f

(n+ 1)
(a2 )

b - a
2

n+ 1

=

1
(n - 1)!

f
(n+ 1) (a3 ) (a- a )n - 1 b - a

2

2

即 a- a
b - a

n- 1

= 4
n (n+ 1)

 
f

(n+ 1) (a1 ) - 1
2
n f

(n+ 1) (a2 )

f
( n+ 1)

(a3 )
,令 b→ a,即得 ( 5)式 .

3　 f
′′′

+ (a )= ∞的情形

当 f
′′′

+ ( a )= ∞时定理 1结论不一定成立 . 如对 f (x ) = x
5
2在 [ 0,b ]上使用 ( 1)式 ,有

b
5
2 - 2

b
2

5
2

=
15
4a

1
2

b
2

2

, lim
b→ 0

a
b

=
16
15

1 -
1

2 2

2

≠
1
2 . 这是因为 f

′′′
+ ( 0)= ∞ .
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设 h ( x )在 x= a的右邻域内有定义 ,如果 lim
x→ a+ 0

[h (x ) - h (a ) ] / (x - a )
T

(T是 ( 0, 1]的某

实数 )存在 ,则称这极限值为 h (x )在 x= a处的T导数 ,记作 DTh (a ) .显然 D1h (a )即 h′(a ) ,

而当 DTh (a) (T是 ( 0, 1)内的某实数 )存在时 ,h′(a)可能不存在 .

定理 3　如果 f ( x )在 [a ,b ]上连续 ,在 [a ,b )内二阶可微 ,DTf″(a )存在且不等于零 ,那末

( 1)式中的ξ有

lim
b→ a

a- a
b - a

=
4

( 1+ T) ( 2+ T)
1 -

1
21+ T

1
T

( 6)

　　证　由广义 Taylo r公式
[4 ]

,

f (b) = f (a ) + f′(a ) (b - a) +
1
2!

f″(a ) (b - a ) 2+

DTf″(a )
( 1+ T) ( 2+ T)

(b - a) 2+ T+ o (b - a ) 2+ T

f
a + b

2
= f (a ) + f′(a )

b - a
2

+
1
2!

f″(a )
b - a

2

2

+

DTf″(a )
( 1+ T) ( 2+ T)

b - a
2

2+ T

+ o (b - a )
2+ T

f″(a) = f″(a ) + DTf″(a ) (a- a )T+ o (a- a )
T

代入 ( 1)式 ,令 b→ a,即得 ( 6)式 . 类似地可证下列定理 .

定理 4　如果 f (x )在 [a ,b ]上连续 ,在 [a,b )内 n阶可微 , f
(i )

+ (a )= 0 ( i= 3, 4,… ,n ) ,

DTf
(n ) (a )存在且不等于零 ,那末 ( 1)式中的ξ有

lim
b→ a

a- a
b - a

=
4

(n+ T- 1) (n + T)
1 -

1
2
n+ T- 1

1
n+ T- 2

　　关于 n阶 Lag range中值定理的中值的变化趋势可以仿照本文类似地进行研究 .
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Asymptotic State of the Mean Value for the

Second-Order Lagrange Mean Value Theorem

Liu Qi

( Dept. of M ath & Ph ys. Sci. Wuxi Univ ersi ty of Ligh t Indu st ry, W uxi , 214036)

Abstract　 When ( 1) f
′′′
+ (a )≠ 0, ( 2) f

′′′
+ (a )= 0, ( 3) f

′′′
+ (a)= ∞ , the asy mpto tic sta te o f the

m ean value fo r the second-o rder Lagrange m ean v alue theorem is respectiv ely studied in

this paper.
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