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薄板流问题广义解的渐近性质

孙应飞， 须文波
（无锡轻工大学信息与控制工程学院，江苏无锡!#2"$1）

摘 要：讨论了非牛顿粘性流体薄板流问题广义解的渐近性质，利用泛函分析的方法证明了薄板

流问题广义解的一个渐近性定理(
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聚合物加工过程中的研究对象通常是聚合物

流体(聚合物流体是一种典型的非牛顿粘性流体(
尽管目前有关非牛顿粘性流体的研究有许多［#］，但

对于具体加工过程中所遇到的特殊情形未能得到

一种通用成熟的数学模型(在研究聚合物注塑成型
过程中，文献［!］建立了非牛顿粘性流体薄板流数
学模型，它由一非线性偏微分方程组描述(作者已
解决了该方程组广义解的适定性及周期解的存在

性问题［$］，但对能反映非牛顿粘性流体运动趋势的

广义解的渐近性质并未涉及(本文讨论非牛顿粘性
流体薄板流问题广义解的渐近性质，利用泛函分析

的方法证明了薄板流问题广义解的一个渐近性定

理(

E 主要结果

讨论非牛顿粘性流体薄板流问题广义解的渐

近性质(非牛顿粘性流体薄板流问题由以下非线性
偏微分方程组的第一初边值问题描述［#，!］：
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式中!是!!中的有界开区域，!!是其边界，

"是正常数，"#（#"#，!）是点"的笛卡儿坐标分
量；$#"$#（"#，"!，%）（#"#，!）是薄板流速度$的
分量，&是其压力；"’"!!$（%，’），(’"!$
（%，’），)#")#（"，%）")#（"#，"!，%）（#"#，!）是外
力的)的分量，它们是定义在(’ 上的已知函数；

$%是已知的初始速度；*（++，）和,（++，）分别是定义
在［%，&’）$［%，&’）和［%，&’）上取正值的已
知函数+另外，-#.（$）"（!$#／!".&!$.／!"#）／!，!

（$）"［（"!#，."#-!#.（$））／!］
#
!，而/（$）"（$!#&

$!!）
#
!+
以0#（!）记通常的()*)+,-空间，而1（!）是

支集属于!的无穷次可微函数的集合，取
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2和0是0/+*,12空间，令2(是2 的对偶空
间，0(是0的对偶空间，则有0("0和2)0)
2(，并且两个嵌入都是紧的+以〈++，〉表示2(和2
之间的对偶积和0 中与范数’·’相应的内积，而

2(中于$·$相应的范数记为$·$(+以下给出两
个定义+
定义! 4（++，），5（++，）和6（++，）和分别是由等式

（4（7，$），8）"#!%!*
（!（$），"（7））-#.（$）-#.

（8）."
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&$，8，7#2，（4）
确定的定义在2$2 上，于2(中取值的算

子+
定义" 令)#3!（%，’；2(），$%#0，如果一个函

数$#3!（%，’；2）*3’（%，’；0），.$.%#3
!（%，

’；2(）是初值问题：
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的解，则称它是式（#）的广义解+
在满足以下条件6#、6!、63、7#、7!的情况下，

关于流体薄板流问题广义解的适定性已经得到解

决［!，3］+
6#）：*（++，）#;（［%，&’）$［%，&’）），且存在正
数<#，<!使

<#.*（!，"）.<! &"，!/%3
6!）：存在##（%，<#）使
［*（!!，"）!!8*（!#，"）!#］

（!!8!#）/#（!!8!#）!

&/，!#，!!/%
63）：存在正常数;* 使
［*（!，"（7））8*（!，"（7））］!.;*"（78
7）

&!/%，7，7#!!

7#）：,（·）#;［%，&’），且存在正常数)#，)!使

)#.,（"）.)! &"/%
7!）：［$#,（"（$））88#,（"（8））］（$#88#）/%

&$，8#!!

主要结果是：

定理! 设!)!!是有界开集，其边界!!充分光
滑+假设函数*（++，），,（++，）满足条件6#、6!、63、
7#、7!，)和$%满足条件
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如果

%%’（’)’&’)%’）.%0’
则非线性偏微分方程组（#）的广义解$（"#，

"!，%）当%1&’时趋于零+也就是说，当%1&’
时，积分%!$$$!."和%!#$$$

!."趋于零+其
中!#是!的任意有限部分+

" 主要结果的证明

为了证明定理#，先证明两个引理，记：

$（%）=$$"（"，%）$!，#>
%（%）=$$%（"，%）$!，#:
,（%）=$$%"（"，%）$!，#
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引理! 若对于!!［!，"］，#是方程组（"）的广义
解，那么

"#（$，!）"#"#!"#$!!"%（$，!）"$!， （%）
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"
&"#!"#

（"#!"#$!!"%"$!）$!!"%"$! （’）
其中&是一正常数’
引理" 若对于!!［!，"］，#是方程组（"）的广义
解，那么!（!）#("，$!!)&（"）$"#(&，其中("，(&
是正常数’
对引理（"）的结论，只要注意到以下不等式［(］

即可得到证明’
"
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$
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另外，在方程组（"）中的第一个方程两边对!
求导数，然后两边同乘以#!，利用分部积分，有
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（""）
利用不等式

%#%))，!#)%#%&&，!·%#$"%&，!·%#$&%&，!#

&%#%&&，!·%#$%&&，! （"&）
其#（$）!,"!（#），#’-&中，且

%#%)，!(（$#"#")$$）
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而

%#$%&&，#(（$#"#$"&$$($##&$$$’
对于不等式（""）中的非线性项，
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因此，可得到以下的不等式

$
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再利用估计（’），可得到引理&的结论’
下面证明定理"’
证明：由引理"，&，当#是方程组（"）的广义解

时，存在不等式（’）和$!!)&（"）$"#(&，由这些不等
式得出积分$!+$&（!）$!和$!+)&（!）$!的有限性，
其中

$&（!）*$##&$（$，!）$$，

)&（!）*$##&!$（$，!）$$’
另一方面，有不等式

$
$!$

& *& $##*#!*$$ #&$)，

可以得到
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从积分$!+$&（!）$!和$!+&
$
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& $!的有限性得出，

当!,#+时，有$&,!’由于不等式
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对于区域#中任意有界区域#"成立’因此得
到
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至此，证明了定理"’
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